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Questao 1: (2.5 pontos)
Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

(a) (1.0 ponto) 3y/(t) + 4t*y(t) = —e ", satisfazendo y(1) = 5e ' et > 0.

Solucgao:
Como t < 0, dividindo a equacao por t* e analisando-a obtemos o fator
integrante p = t*. Multiplicando equacao obtida pelo fator integrante e
integrando obtemos t*y(t) = ¢+ (1 + ¢)e~*. Aplicando a condigao y(1) =1
3el+ (t+1)e?

t4

obtemos que ¢ = 3¢ ! e, portanto, y(t) =

(b) (1.5 ponto) y"(t) — 4y'(t) + by(t) = 10t — 3, satisfazendo y(0) =1 e ¢/(0) =5

Solucgao:

Resolvendo a equacao caracteristica vemos que as raizes sao 2+14. A solugao
da homogeénea serd y;,(t) = Cre* sent + Cye? cost. Uma solucao particular
serd da forma y,(t) = at + b. Derivando e substituindo na EDO vemos que
yp(t) = 2t + 1 e, portanto, a solugao geral é da forma y(t) = Cre* sent +
Cye? cost+2t+1. Substituindo a condigao inicial y(0) = 1 obtemos que Cy =
0 e com a outra condigao obtemos que C; = 3. Entao y(t) = 3e* sent+2t+1

Questao 2: (2.5 pontos)

(a) (1.0 ponto) Seja f(z,y) uma funcao de R* em R com derivadas continuas. Seja
a curva o dada pela funcao vetorial o(t) = (x(t),y(t), 2(t)), com z(t) = 3t + 3,
y(t) = 2t — 1 e a coordenada z dependendo das coordenadas x e y na forma
z(t) = f(z(t),y(t)). Sabendo que f(3,—1) =2, f,(3,—1) =5e f,(3,-1) =4,

encontre o vetor tangente a curva o quando t = 0.

Solucgao:

Pela regra da cadeia, temos 2/(¢ ) folz(t),y(t)).2'(t) + f,(z(t), y(t)).y'(t).
No ponto ¢ = 0 obtemos 2(0) = f.((0), y(0)).2"(0) + f,(x(0),4(0)).4/'(0) =
fx(3,-1).3 + f,(3,—1).2 = 5.3+ 4.2 = 23. Ent@o o vetor tangente sera
o'(t) = (2'(8). (1), (1)) e dai, 0'(0) = (+/(0),5/(0), #(0)) = (3,2,23)

(b) (1.5 ponto) Sejam a(t) e B(t) parametrizagoes para as curvas em R? que cor-
respondem as trajetérias de duas particulas em funcao do tempo. Sabendo que
at)=(t* =3t +2,2t —2) e 3(t) = (t — 2,t), com t > 0. Pergunta-se:

1. As particulas colidirao? Se colidirem, calcule em qual posicao, tempo e
também qual a velocidade vetorial de cada particula neste instante.

2. A trajetéria da primeira particula tem ponto(s) em comum com a trajetoria
da segunda? Caso tenha, identifique todos estes pontos.

Péagina 1 de 4



Caélculo Diferencial e Integral IT - MAC128
Prova Final -02/07/2008(continuagao)

Solucgao:

(a): As particulas colidirdao se no mesmo tempo t; ocuparem a mesma
posigdo, isto é, (t2 — 3ty + 2,2ty — 2) = (to — 2,%p). Resolvendo o sistema
obtemos um tnica solu¢ao ¢ty = 2, indicando que colidem no ponto (0,2)
quanto t = 2. A velocidade vetorial das particulas serd o/(2) = (1,2) e
6/(2) = (17 1)'

(b): As trajetdrias terdo pontos comuns se em um tempo t; a particula de
trajetoria «(t) ocupar a mesma posicao que a particula 3(t) no tempo ts,
isto é, (12 — 3ty + 2,2t; — 2) = (ty — 2,t3). Resolvendo o sistema obtemos
duas solucoes, sendo que uma delas, como era esperado, é o ponto em que
colidem, que ocorre quando t; = t = 2. A outra solugao ocorre quando
t1 =3 ety =4, isto é, no ponto (2,4).

Questao 3: (2.5 pontos)
2

Seja f(z,y) =

(a)

(c)

Yy
pERwEL para (z,y) # (0,0).

(1.0 ponto) Verifique se existe o limite da f(x,y) quando (z,y) tende a (0,0).
Caso exista, qual o seu valor?

Solucgao:
Nao existe, basta tomar y = x, que tem como limite o valor 1/2 e y = 0 que
tem como limite 0.

(0.5 ponto) Calcule o gradiente da fun¢ao f(z,y) no ponto (2,1)

Solucgao:
Usando a regra do quociente temos que
of of

Viz,y) = (%, 8_y> = m (zy(2y° — 2%), 2% (2 — 2%)) .

4 8
Substituindo no ponto segue que Vf(2,1) = (—2—7, f)

(0.3 ponto) Calcule a derivada direcional de f no ponto (2,1) na diregao (e

1 2
sentido) do vetor u = | —, —= |, isto é, calcule D, f(2,1).
) (JB \/5) /@1

Solucgao:

Temos que D, f(2,1) =V f(2,1).u = <—2i7, %) , (%, %
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(d) (0.7 ponto) Encontre o plano tangente ao grafico de f no ponto do grafico cor-

respondente a xr =2 ey = 1.

Solucgao:

22
R TR ER e, entao, a equacao do plano sera dada por

4 8 4
<_2_77§7_1) . (w—Q,y—l,Z—§> =0, isto ¢, —4x + 8y — 27z = —12

Temos z = f(2,1)

Questao 4: (2.5 pontos)
(a) (1.0 ponto) Seja S; a superficie que é o grafico de f(z,y) = 4% + 49> + 4y —

14z — 10y + 5. Encontre seus pontos criticos em R? e classifique-os em maximo
local, minimo local e sela.

Solucgao:
Como a fungao tem derivada continua em todo o dominio, basta investigar
os pontos em que Vf(z,y) = (0,0). Temos que Vf(x,y) = (8z + 4y —

31
14,4z + 8y — 10). Resolvendo obtemos que 23 é o unico ponto critico.
. *f 0*f
Pelo teste da derivada segunda temos que A = —- =8 C = —= = 8§,
0x? Oy?
92
=3 g = 4. Entao como B? — AC < 0 e A > 0, conclui-se que (1,2) é
oy

um ponto de minimo local.

(b) (1.5 ponto) Encontre os pontos de maximo e minimo absolutos e o valor maximo

e minimo absolutos da fungao f(x,y,2) = 2? + y* + 2z na curva de intersecio
do plano 3z + 4y + z = 0 com o cilindro 22 + y? = 1.

Obs. Este item (b) DEVE ser resolvido utilizando multiplicadores
de Lagrange. So6 serao consideradas as respostas que utilizem esta
técnica.

Solucgao:

Procuramos o(s) ponto(s) de maximo e minimo da funcao f(z,y,2) = 2 +
y? + 2z quando esta estd sujeita as restricoes g (x,y, 2) = 0 e go(2,y,2) = 1,
sendo g1(z,y,2) =3z + 4y + z e g2(x,y, 2) = 2° + y*. Aplicar a técnica dos
multiplicadores de Lagrange é encontrar ponto(s) (zo, ¥o, 20) € contantes A
e Ay que satisfacam

V f(z0, Yo, 20) = MV g1(xo, Yo, 20) + pA292(T0, Yo, 20)
91(o, Yo, z0) =0
92(330a3/0720) =1
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Como V f (o, Yo, 20) = (270, 2Y0,2), Vg1(T0, Y0, 20) = (3,4, 1) e Vga(w0, Yo, 20) F
(29, 2yo, 0), obtém-se, facilmente, que A\; = 2 e dai temos o sistema

—2Xoxo + 229 = 6
—2X2y0 + 2yo = 8

39+ 4yo+20=0
g+ s =1

Temos que Ay # 1 pois isto tornaria a primeira equagao impossivel. Entao

temos que zy = T €Yo = 7 N Substituindo na tultima equagao
— A2 — A2
obtemos que (1 — \y)? = 25, que acarreta que Ay = 6 ou Ay = —4.
3 4
Entao, se Ay = 6 temos xy = s Yo = — e, substituindo na equacao do
3 4
plano, zo = 5. Analogamente se \y = —4 temos zg = —, yg = R e zp =
—5. Obtivemos dois pontos pela técnica dos multiplicadores de Lagrange:
3 4 3 4
P = (—g, s 5) e P, = (g, £ —5). Aplicando f nestes pontos obtemos
3 4 3 4
f (—5,—575) =1le f (5,5,—5) = —9. O minimo absoluto ocorre,

entao, em P, e o méximo absoluto em P;. Podemos afirmar que estes sao,
certamente, os pontos de maximo e minimo absolutos pois a curva é fechada
e limitada ( estd contida no cilindro 22 4+ y* = 1).
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