Calculo Diferencial e Integral 2 2023.2 - MAC128

N% Instituto de Matematica - IM/UFRJ
— 13 de dezembro de 2023

TEMPO DE PROVA: 2h.

Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.

Questao 1 (2.5 pontos):
Calcule a solugao da equagao y” — 2y’ +y = x que satisfaz as seguintes condicoes iniciais: y(0) = 3 e
/
y'(0) = 1.

Solucgao:

O polinémio caracteristico da equacdo é: 72 — 2r + 1, cujas raizes sdo r; = 75 = 1. Logo a solucdo
da equacao homogénea correspondente é:

yp(z) = Cre® + Coze”.

Como o termo nao homogéneo da equacao é um polinomio de grau 1 e nao tem relacao com as
exponenciais da solucao homogénea, o método dos coeficientes a determinar indica que a solugao
particular é também um polinémio do primeiro grau, isto é, y,(x) = Az + B, cujos coeficientes
podem ser determinados pela equacao dada. Portanto,

Yp(r) = Az + B = yy(z)=A = y (z)=0.
Substituido na equacao, obtemos
Yp =2y +yp = 24+ (Az+B) =2 = Avr+(B-24)=2 = A=1 B=2

Portanto, a solugao geral é y(z) = C1e® 4+ Coze® + x 4 2. Vamos agora determinar as constantes
C; e (5 para as quais a solucao procurada satisfaca as condicoes iniciais.

e y0)=C1+2=3 = C(Ci=1,;

e y(0)=(C1+Cy)+1=1 = Cy=-1.

Portanto, a soluc¢ao procurada é y(z) = e* — ze® + x + 2.

Questao 2 (2.5 pontos):
Dadas as superficies: 2> +y> =16 ez + 2z = 5.
(a) Classifique-as.
(b) Parametrize a curva o obtida pela intersegao das superficies.

(c) Encontre a reta tangente a curva o no ponto P = (0,4, 5).

Solucao:

(a) 2% +y* = 16 é um cilindro circular e z + z = 5 é um plano.
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(b) Seja o a curva de intersegao do cilindro 22 4+ y? = 16 com o plano = + z = 5. Note que a
projecdo da curva o no plano zy é o circulo 2 + y? = 16, 2 = 0. Logo podemos escrever
x=4cost,y=4sent, 0 <t < 2m. Da equagao do plano, temos que z =5 —x =5 — 4 cost,
portanto as equagoes paramétricas de o sao:

o(t) = (4dcost,4sent,5 —4cost),0 <t <27

T
(c¢) Primeiramente, o ponto P ocorre para t = 5 Derivando o(t) encontramos

o' (t) = (—4sen(t),4cos(t), 4sen(t))

Atribuindo t = g, obtemos o vetor v = (—4,0,4), diretor da reta tangente buscada. Com

isso, uma parametrizacao para a reta tangente buscada é

p(t) = P+ vt = (—4t,4,5+ 4t) .

Questao 3 (2.5 pontos):
Calcule o limite, se existir, ou mostre que o limite nao existe.

. 72 + y?
a) lim
(zy)=(0,0) /2?2 4+ 92+ 1—1
b)  lim wy(r=y)

(@,y)—(0,0) z*+ y?

Solucgao:

(a) Multiplicando acima e embaixo pelo conjugado,
22 4 o (22 + y?) (Vﬂ—i—y—i— +1>
lim = lim
@=00) /22 + 12+ 1 -1  (@y)=(00) ( [+ 21— 1) ( 14 1)
(:c2+y2)< x2+y2+1+1> (z* +¢° <\/x2+y+ +1)

(2,1)—(0,0) (24 y2+1)—1 (z,y)—(0,0) x? + y?

—  lim ( m2+y2+1—|—1> —9
(2.0 (0,0)

(b) Calculando o limite ao longo da parabola y = ma?, m € R, m # 0

y vy(x—y) . ma*(x—ma?) . ma*(l—ma)

i = = = lim ———

(@y)—(00) x*+ y =0t + miad z—0 x4(1 + miz?)
y=mzx

= m, portanto o limite nao existe.
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Questao 4 (2.5 pontos):
Determine os pontos de maximo e minimo absolutos e os respectivos valores extremos da funcao
f(z,y) = 2* + 9 definida no conjunto

D={(z,y); (x—2)"+(y —2)* =1}.

Solucao:
Analisando os pontos criticos de f:
Vf(z,y) = (2z,2y) = (0,0) <= x=y=0.

Portanto, o tnico ponto critico é Py = (0,0) que nao pertence a D.

Como a funcao é continua e D é fechado e limitado, os pontos de maximo e minimo de f estao
localizados na fronteira de D. Assim, pelo Método de Lagrange, nos pontos de maximo e minimo
temos a relagao V f(x,y) = A\Vg(z,y), onde

g(z,y) = (z = 2)" + (y — 2)~
Assim, obtemos as equagoes
20 =2\z —2), 2y=2\y—2), (-2 +(@y—-2)*=1

Das duas primeiras equacoes, temos

Substituindo na terceira equagao, obttemos

[\]
o[
[\

200 -2 =1 ]x—Z\zg = =2+

Como x = y, obtemos os pontos

P = (2+£,2+£) e Py= (2—‘/75,2—£).

2 2

Observando que

f(Pl):2<2+§) —94+4V2 e f(g):z(z-‘?) =9 —4V/2,

concluimos que P; e P, sao respectivamente os pontos de méximo e minimno absolutos, com os
respectivos valores extremos 9 + 4v/2 e 9 — 4v/2.
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