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Calculo Diferencial e Integral II
3% Prova. -19/11/2025

Questao 1: (2.5 pontos)
Considere a funcao f : R? — R definida por:

23
fla,y) = gy @Y #0.0)

, se (z,y) = (0,0)
(a) Determine se o limite existe ou nao existe, justificando sua resposta

223y
1m —_—.
(@y)—(0,0) 26+ 3y?

(b) f(z,y) é continua em (0,0)? f(x,y) é diferencidvel em (0,0)?
Resolucao:

Item (a)
Solucao 1 - duas trajetdrias simples: z =0 e y = 2°.

Trajetoria x = 0. Paraxz =0e y # 0,

20%y  2-0-y

= 0.
26 +3y2 0+ 3y?

Logo, ao aproximar (0,0) por pontos da forma (0,y) obtemos valor 0.
Trajetoria y = x3. Substituindo y = 23 (portanto x # 0 pequeno),

223y B 203 - a3 B 228 B

1
26 +3y2 a6 +326  4ab 2

Assim, ao aproximar (0,0) por pontos da forma (x, z3) obtemos valor %

Como duas trajetérias/caminhos que tendem a (0,0) produzem limites diferentes (0
e 1/2) quando (z,y) — (0,0), conclui-se que o limite nao existe.

Solugao 2 - uma familia de trajetérias: y = k3.
Trajetorias y = kx® (com k € R). Se y = ka3,

23y 223 (ka®) 2kx® 2k

26+ 3y2 26 + 3(ka3)? T 264 3k226 1+ 3k2

valor independente de = (quando z # 0). Variando k obtém-se uma familia de limites
possiveis. Por exemplo k =0 da 0 e k=1 d4 1/2. Logo nao ha limite tinico quando
(x,y) — (0,0). Com efeito,
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Iim ——F— nao existe.
(2,y)—(0,0) 20 + 3y?

(b) Continuidade e diferenciabilidade em (0,0).

Continuidade. Para f ser continua em (0,0) seria necessério

lim  f(w.y) = £(0,0) = .

(z,y)—(0,0

Como o limite do trecho (z,y) # (0,0) nao existe (parte (a)), em particular nao pode
ser igual a 7. Portanto f nao é continua em (0,0).

Diferenciabilidade. Diferenciabilidade em um ponto implica continuidade nesse ponto.
Como f nao é continua em (0,0), ela ndo é diferenciavel em (0, 0).

Questao 2: (2.5 pontos)
Seja a funcao f : R? — R dada por

f(z,y) = 2* + y* + 3ay.
a) Calcule a equacao do plano tangente a superficie z = f(x,y) no ponto (zg,yo) =
(1,1).
b) Calcule a derivada direcional de f no ponto (1,1) na diregdo do vetor unitério
_ (3 4
v=(33)
Resolugao: a) A equacao do plano tangente é dada por

z — f(xo,40) = %(Q/‘o,yo)(f’? — x0) + %(SEOJ Yo)(Y — o).

Primeiro, calculamos as derivadas parciais de f(z,y):

of B
of B
8—y(x,y) = 2y + 3z.

Agora, avaliamos as derivadas parciais no ponto (1,1):

of
ox
of
dy

(1,1) = 2(1) 4+ 3(1) = 5,

(1,1) = 2(1) + 3(1) = 5.
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Calculamos f(1,1):
f(L,1) = (1)*+ 1) +3(1)(1)=1+1+3=5.
A equacao do plano tangente é entao:
z—5=5(x—1)+5(y—1),

o que simplifica para:
z =dx + dy — 5.

Portanto, a equacao do plano tangente é:

’z:5x+5y—5.‘

b) A derivada direcional de f no ponto (1,1) na diregao de v = (%, %) é dada por
Dy f(1,1) =Vf(1,1)-v,
onde Vf(1,1) é o gradiente de f no ponto (1,1). O gradiente é dado por:

Vi) = (G, 5.

Ja calculamos as derivadas parciais no ponto (1, 1):
VI(1,1) = (5,5).
Agora, calculamos o produto escalar V f(1,1) - v:

4 4
VﬂLn-v:wﬁy(;g):5x§+5xg:3+4:z

Portanto, a derivada direcional é:

Dy f(1,1) =1

Questao 3: (2.5 pontos)
Determine os valores maximos, minimos locais e pontos de sela da func¢ao f(z,y) =
3 — 12xy + Sy.
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Resolugao: Vamos calcular as derivadas parciais de

flz,y) = 23— 122y + 8°

Assim teremos

fo = 32% — 12y, fy = —12x + 24y%, frz = 6, foy = —12, fyy = 48y.

Agora vamos fazer f, =0e f, =0, logo

fo=0 = 322 —12y =0 = 2? =4y

fu=0= —120+24y° =0 = z =2y

Substituindo z = 2y? em 22 = 4y teremos

207 =4y = 4dy'=4y

4y(* —1)=0 = y=0ory=1.

e Se y =0, entao z = 0.

e Se y =1, entao r = 2.

Assim temos que os pontos criticos sao(0,0) e (2,1). A seguir vamos usar as segundas
derivadas para analisar os pontos criticos, lembre que

D(x,y) = faafyy — (fuy)*.
e Em (0,0) temos
D(0,0) = (0)(0) — (—12)* = —144 < 0,
entao (0,0) é ponto de sela.
e Em (2,1) temos
D(2,1) = (12)(48) — (=12)2 =432 >0,  fue(2,1) =12 >0,
entao (2,1) é um minimo local.

uestao 4: (2.5 pontos
p
Determine a menor distancia de um ponto sobre a hipérbole zy = 1 até a origem.
(Dica: Trabalhe com a funcgao que calcula o quadrado da distancia.)
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Resolucao: Queremos encontrar os valores extremos da distancia de um ponto
(x,y) na hipérbole zy = 1 até a origem (0,0). Trabalharemos com o quadrado da
distancia pois o minimo da distancia é assumido no mesmo ponto que o minimo do
quadrado da distancia:

fla,y) =a® +y*
A restricao é dada pela equacao da hipérbole:
g(@,y) =zy—1=0
Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, procuramos pontos onde:

Vf(r,y) = AVg(z,y)

Isto é:
(27,2y) = Ay, z)

Obtemos o seguinte sistema de equacoes:

20 = My (1)
2y = \x (2)
xy =1 (3)

Temos que zy # 0. Logo temos de (1) e (2)
r Yy
A N N S
y x

Considerando a restricao xy = 1, temos dois casos:

Se x = y, substituindo em (3) temos que:
r-r=1=2r"=1=1=+l1
Portanto, os pontos sao (1,1) e (—1,—1).
Se x = —y, substituindo em (3) temos que:
r-(—r)=1=-2"=1=2=-1
Esta equacao nao tem solucao real.
Portanto, os unicos pontos criticos sao (1,1) e (=1, —1).
Agora calculamos o valor da fungao f(z,y) nestes pontos:
fLL)=1"+1>=2
F-L 1) = (<17 + (1) =2

A menor distancia é:
dmin = \/5

que ocorre nos pontos (1,1) e (=1, —1).

Boa proval



