Instituto de Matematica - IM/UFRJ
Calculo Diferencial e Integral II
22 Prova. -01/10/2025

Questao 1: (2.5 pontos)

(a) Determine a equagao cartesiana do plano IIy passando pelo ponto (1,5,1) e
perpendicular aos planos

I :2x4+y—22=2 e Ilh:z+3z=4.

(b) Dé a parametrizagao da reta que passa pelo ponto (1,5,1) e é perpendicular ao
plano IIy do item (a).

Resolugao:
(a) Os vetores normais dos planos dados sao
n; = (2,1,-2), 7y =(1,0,3).
O vetor normal do plano Il deve ser ortogonal a ambos, logo

ﬁ() =1 X ﬁg = (3, -8, —].),

pois,
1
T_I:O = 771:1 X ’ﬁjg =12
1

=2 L |2 -2 2 1
"0:"’0 3'_3"1 3‘“‘"1 0"
o = i(1-3 — (—2)-0) —§(2-3— (—2) - 1) + k(2-0—1- 1).
o = i(3) — j(6 +2) + k(—1).

Ao = (3,8, —1).

Assim, a equagao do plano IIy que passa por (1,5,1) é

3(z—1)—-8y—5)—(2—1)=0 <= 3zr—8y—z=-38.

(b) A reta normal a Iy em (1,5,1) tem vetor diretor 7y = (3, —8,—1). Logo, sua
parametrizagao €

r =1+ 3t,
y=95— 8,
z=1—t, tekR




Calculo Diferencial e Integral II
2% Prova. -01/10/2025(continuagao)

Questao 2: (2.5 pontos)
Considere a curva parametrizada

1 1
() = (5 cost, isint, t) , te]0,2n].

(a) Encontre o vetor tangente & curva e calcule sua norma.

(b) Determine os valores do parametro ¢t para os quais a curva estd situada fora da
esfera unitdria, isto é, fora da regiao z2 + y? + 2% < 1.
(c) Determine o comprimento do arco da curva que estd situado fora da esfera
unitaria.
Resolucgao:

(a) O vetor tangente é dado pela derivada:

"(t) L t L t, 1
= ——= Sln — COS .
,Y 2 72 )

A norma do vetor tangente é:

1 >N ? 1 1

1Y ()] = (—5 sint> + (5 cost> +12 = \/Z sin?t + ZCOS2t+ 1
1, ) \/1 \/3 V5
\/4(sm t + cos?t) + 1t 1= 3

1 1
V(t) = (—§smt, L cost, 1) e |V =

Portanto:

S

(b) Para determinar os valores do parametro para os quais a curva estd fora da
esfera unitaria, analisamos a condicao:

24y + 22> 1.
Substituindo as coordenadas:

1 (1 2 1 1
(§COSt) +(§sint) +t2>1:>Z(c032t+sin2t)+t2>1:>Z—l+t2>1.

Logo:

3 V3
2> = |t > —.
4 || 2

No intervalo ¢ € [0, 2], o trecho fora da esfera é:

t e [\/75,271'] .
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(¢) O comprimento de arco é dado por:

2
- /
L= [ e

2

Como [|[7/ ()] = \/75 é constante, temos:
P CNN PR
2 2

Questao 3: (2.5 pontos)
Use cortes(intersegdo com planos) para esbogar e identificar a superficie quadrica
222 = 2y% + 4322

Resolugao: Nossa equacao é dada por:
227 = 2% + 4327,
Podemos observar que,
e Os tracos em x = k sao uma familia de elipses com as seguintes equacoes
2y? + 432% = 2k
e Os tracos em y = k sao dados pelas equagoes
20% — 432% = 2k?,

que podem mudar de acordo com o valor de k.

— Teremos hipérboles para k # 0.

— Teremos duas retas se k =0

e De forma andloga os tracos em z = k sao dados pelas equagoes
22% — 2% = 43k2,

que podem mudar de acordo com o valor de k.

— Teremos hipérboles para k # 0.
— Teremos duas retas se k =0

Teremos o grafo como um cone eliptico com eixo o z-eixo e vértice a origem.
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Questao 4: (2.5 pontos)
Considere as superficies dadas por

Sy 20z = 42 — 5y

Sy 4x® + 5y* = 20.

Encontre uma parametrizacao para curva de intersecao entre S; e Ss.

Resolucao: Dividindo ambas as equagoes por 20, obtemos:

CB2 y2

S =T _ Y

A
2 2

z Y
Sy: —+==1
2 5—!—4

Para parametrizar a curva de interse¢ao, observe que, por estar em Sy, a projecao da
curva no plano zy ¢ uma elipse. Uma parametrizagao conveniente é

x = V/5cost, y = 2sent, t €0, 2n].

Substituindo na equacao de S; obtém-se z:

2 2
T
— = cos? t, vy _ sen? ¢
)
logo
22 2
z="—2 =cos’t —sen’t.
5) 4

Uma parametrizacao para a curva de intersecao é, portanto,
r(t) = (\/5 cost, 2sent, cos? t — sen? t), t €0, 27].

OBS: Também poderfamos dizer que z = cos’t — sen?t = cos(2t) ou z = cos?t —
sen’t = 2cos?t — 1.

Boa proval



