Instituto de Matematica - IM/UFRJ

Calculo Diferencial e Integral II
12 Prova. -27/08/2025

Questao 1: (2.5 pontos)
Encontre uma expressao para a solucao geral da equacao diferencial:
2

dy 3 22
—= =zx’e" Y.
ydx

Resolugao: Separando as varidveis (aqui usamos o abuso de notagao do livro base):

yey2 dy = 2?e” dr.

/yedey = /xgemgdx.

Para o lado esquerdo, usando a substituicao u = vy?, du = 2ydy:

1 1
/yedey = é/e“du = 5692 + C1.

Para o lado direito, usando v = 22, dv = 2zdz (logo #*dx = Lvdv):

2 1
/ac3em dx = §/U€Ud1}.

Aplicando integragao por partes em [ ve’dv:

/ve”dv = (v—1)e",

Integrando ambos os lados:

portanto,
1
/$36x2d$ = 5(1}2 — 1)6382 + 02.

Assim, a solugao implicita é:

ou, equivalentemente,

2

eV = (2% — 1)6:02 +C.

Questao 2: (2.5 pontos)
Determine a solugao geral y(x) da equagao diferencial

ry + 2y = sin(z?)
sendo = > 0.

(b) Utilize o resultado do item (a) para obter a solu¢ao do problema de valor inicial

y(v/m) = 0.
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1# Prova. -27/08/2025(continuagao)

Resolugao: (a) A equagao diferencial é
xy + 2y = sin(z?), x> 0. ()

Reescrevendo na forma reduzida a EDO linear de primeira ordem (x), temos:

2 sin(z?)
y+-y= . ()
x x
O fator integrante é
M(x) _ ef%da: _ 621n:): _ 6ln(an) _ .CL’2.

Multiplicando a equacao (%x) por u(x) = x?, obtemos
d .
e (*y(z)) = wsin(z?).

Integrando:
iy = /a:sin(a:Q) dx + C.

Fazendo a substituicao u = 2?2 = du = 2z dx:
/:csin(:v2) dx = %/sin(u) du = —1 cos(u).

Portanto,
2

2?y = —5 cos(z?) + C,

e assim a solugao geral é:

C  cos(z?)
y(x)—ﬁ— 222 >0
(b) Usando a condigao inicial y(y/7) =0
C  cos(m
0=y(Vr)=—~— (7)
T 2m
Como cos(m) = —1, temos
C  cos(m) —1
T 21 27
Logo, C'= —3.

A solugao particular do PVTI é

1 cos(z?) 1 + cos(z?)
- — > 0.
y(@) 212 212 22 "

Questao 3: (2.5 pontos)
Numa colonia de bactérias, sabe-se que a populagao cresce a uma taxa proporcional a
quantidade de bactérias presente num determinado instante de tempo. Se a massa de
bactérias p(t) no instante ¢ cresce de 1 grama para 50 gramas em 12 horas, determine
o valor de p(t) ap6s 18 horas.
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Resolugao: Como a quantidade p(t) cresce em uma taxa proporcional a p(t), a
taxa de crescimento dp/dt pode ser dada por:

dp
= — kp.
ar P

Esta é uma EDO separavel que pode ser escrita como:
1d
Ldp _
p dt

1
/—@:/%m
p

In(p) = kt + 1.

Integrando os dois lados:

o que resulta em

Aplicando o operador exponencial nos dois lados:

p(t) — ekt—f—cl — ekt . 661.

Se definirmos

temos

Pode-se verificar que esta solucao esta correta substituindo-se a funcao obtida na EDO
e verificando se a igualdade é satisfeita. Para determinar a constante e integracao c
pode-se aplicar a condigao inicial p(0) = 1:

p(0)=ce’ =¢c = c=1.

Logo, a solucao é
p(t) = eM.

Para determinar a constante k pode-se utilizar a outra condigao conhecida, p(12) =
50, temos
In(50)

12k
=50 = k=
¢ 12

Assim, a solucao final é
In(50) ,

p(t) =e 1

Finalmente, a massa apds 18 horas pode ser estimada:

p(15) = H 6 _ (Fme
3 q
= (0%) — 503 = 50v/50 = 250v/2 ~ 352, 5 ¢,

onde aproximamos v/2 & 1,41.
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Questao 4: (2.5 pontos)
Resolva a seguinte equacao diferencial:
d’y dy

_ 2
@4—4%4—41/—41‘ —6

Resolugao: A EDO homogénea associada a esta equagao é dada por %Mj—g +4y =

0, cujos coeficientes sao constantes. Assumimos uma solugdo da forma y = €',

obtendo a equagao caracteristica:

r’4+4r+4=0.
Logo
2 4dr+4=(r+2)2=0 = r = —2 (raiz dupla).
Para uma raiz dupla r = —2, a solucao é:

yn(z) = (C1 + ng)e_%.

A solugdao particular depende de g(z) = 42® — 6, assim encontraremos y, através do
método dos Coeficiente Indeterminados. Assumindo y, = Ax? + Bz + C, obtemos

y, = 2Ax+ B e y, = 2A.
Substituindo na EDO:
Yo + 4y, + 4y, = 2A + 4(2Ax 4 B) + 4(Az® + Bx + C) = 42” — 6

4AT* + (8A+4B)x +2A+ 4B 4+ 4C = 42% — 6
4A =4

8A+4B =0
2A4+ 4B +4C = —6

A=1,B=-2e(C=0

Logo, y, = 2> — 2z. Portanto, a solugao geral é dada por:

y(r) = yn +yp, = (C1 + Cox)e > + 2% — 2




