Instituto de Matematica - IM/UFRJ
N% Célculo Diferencial e Integral 2 2025.1 - MAC128
Gabarito Prova Substitutiva Unificada — 17 de Julho de 2025 Boem

Questao 1 (2.5 pontos):
Resolva o seguinte problema de valor inicial:

d
y(0) =1

Solucgao:

Reescrevendo a equacao:
dy

Yo = zete ™ = yey2 dy = xe” dx
x

Integracao do lado esquerdo:

Note que a derivada de y? é 2y, portanto usamos a substituicio v = y?, du = 2y dy, ou seja:

1 1
/yey2 dy = i/e“du: 5692

Integracao do lado direito:
Aplicamos integracao por partes:

Seja u =z, dv = e* dx
Entao: du = dx, v =¢€"

/xexdm::vex—/e“cdx:xex—e”

2
—e¥ =gt -+ C
2

Juntando os dois lados:

Usando a condicao inicial y(0) = 1:

1 1 1
561:0—€0+C:>562—1+C:>C:§6+1

Substituindo C' na equagao:

1 1
§ey2—xe"”—ez—|—(§e+1) :>ey2:2xex—261—|—e+2

Isolando y:

y(x) = \/log (2ze® — 2e* + e + 2)
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Questao 2 (2.5 pontos):
Seja C a curva dada pela intersecao das superficies S; e S, onde:

S 2?43+ 2 =1,
Syt xz4+y=0.
(a) Obtenha uma parametrizacao para a curva C, 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € [0, 27).

(b) Determine os dois tnicos pontos P = (2o, Yo, 20) € C € Q = (21,41, 21) € C para os quais a reta
tangente a C nestes pontos é paralela ao vetor (0,0, 1).

Solucao:

(a)
51:x2+3y2+22:1, So:x+y=0

A equacao do plano Sy nos permite escrever:

r=—y
Substituindo na equacao do elipsoide .S;:

(—y)?+3°7+22=1 = P+32+2=1 = 4f+2=1

Essa é a equagao de uma elipse no plano (y, z). Podemos escrevé-la como:

()

Ou seja, ¢ uma elipse com semi-eixo maior igual a 1 (no eixo z) e semi-eixo menor igual a

3 (no eixo y).

A parametrizacao padrao para essa elipse é:

t) = = cost
y(t) o8 , te]0,2m)
z(t) = sint
Como x = —y, temos:
1
t) = —=cost
x(t) 5 €08

Portanto, uma parametrizacao completa da curva C' é:

. 1 1 .
7(t) = —gcost, Scost, sint ), te [0, 27)
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(b) Queremos determinar os pontos da curva C, cuja reta tangente é paralela ao vetor (0,0, 1).

A curva estd parametrizada por:

7(t) = Lot Lcost, sint
=(—= — i
T B COS 1, B COStT, S

Calculando o vetor tangente:

L L. 1.
7'(t) = | =sint, —=sint, cost
2 2

Queremos os valores de ¢t € [0, 27) para os quais esse vetor é paralelo a (0,0, 1), ou seja,
proporcional a (0,0, 1). Isso ocorre quando:

sint=0=t=0, 7

Substituimos esses valores na parametrizagao original:

w0 (1) (3

Portanto, os dois tnicos pontos em que a reta tangente a curva C' é paralela ao vetor

(0,0,1) sao:
L1 L1
2" 2 ¢\
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Questao 3 (2.5 pontos):
Considere a funcao
flz,y) =2In(a® + 1) — 2° — y*.
(a) Calcule as derivadas parciais de primeira e segunda ordem.
(b) De uma equagao para o plano tangente ao grafico no ponto (1,1, f(1,1))

(c) Ache os pontos criticos e classifique em ponto sela, maximo local ou minimo local.

Solucao:

(a) Derivadas parciais de primeira ordem:

4x

fx(x7y> = I2—|— 1

— 2z, fy(z,y) = =2y

Derivadas parciais de segunda ordem:

4(z* +1) — 82 4 — 4z?
() = o= 9
fau(@,9) (22 +1)2 (a2 +1)2

fyy(x7y):_27 fxy(xvy):fyfﬂ(‘xay):()
(b) Para obter o plano tangente no ponto (1,1, f(1,1)), primeiro calculamos:
f(1, 1) =2In(1*+1) =1 —-1=2In(2) — 2

4.1 4

L(1,1) = —2.1=--2=
foL 1) = 3577 2 0

f(1,1)=-2-1=-2

A equacao do plano tangente é:
= FO )+ L0 D = 1)+ £, (L)~ 1)
z2=2In(2) —2-2(y—1)
(c¢) Os pontos criticos ocorrem onde V f = 0. Resolvendo:

dx dr — 2z(2? + 1)
2?41 22 +1
=22(l—2°)=0=1=0, +1
fy="2y=0=y=0

=0= 4z — 22" — 2z =0

Os pontos criticos sao: (0,0), (1,0), (—1,0)
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Para classificar, usamos o discriminante:

D= fx:vfyy - (fxy)2
Em (0,0):
f22(0,0) =4—-2=2, f,=-2=D=2-(-2)=-4<0= ponto de sela

Em (1,0):

4—4

= maximo local
Em (—1,0):

4 -4

fzm(_LO) = m

—2=0-2=-2, f,=-2=D=(-2)(-2)=4>0, f, <0

= maximo local

(0,0): ponto de sela

(1,0) e (-1,0): maximos locais
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Questao 4 (2.5 pontos):

(a) Mostre que o ponto da reta z—y = 10 mais préximo do ponto P = (zg,y0) é P’ = (zo+ X\, yo— ),
1
onde \ = 5(10 —xo+ Yo)-

(b) Determine os pontos da elipse 2% + 4y* = 16 que estdo mais préximos e mais distantes da reta
x—y = 10.

Solucao:

a) Seja P = (z9,). Queremos encontrar o ponto P’ = (z,y) sobre a reta x —y = 10 que
J Y Y )
esta mais proximo de P.

A reta tem vetor normal 7 = (1,—1), entdo um vetor ortogonal a reta é da forma
A1 = (A, —\). Isso significa que o ponto mais préximo de P sobre a reta estd na diregao
do vetor normal, ou seja:

Pl:(x0+>\7 yO_)\)

Como P’ deve pertencer a reta x — y = 10, substituimos:

1
(xg—I—)\)—(yo—)\):10:>:E0—y0—|—2)\:10:>)\:5(10—9304—?/0)

Portanto, o ponto da reta mais proximo de P é:

1
P'=(zo+ X\ yo—N), )\:5(10—x0+y0)

(b) Queremos determinar os pontos da elipse 2° + 4y* = 16 mais préximos e mais distantes da
reta x —y = 10.

Seja P = (x,y) um ponto da elipse. O ponto da reta mais préximo de P, conforme o item
(a), &

1
P =@+ y—2N), A:§(10—w+y)

O vetor entre P e P’ é ¢ = (A, —\), cujo médulo (distancia entre os pontos) é:

d:\/)\2—|—(—)\)2:\/2_)\2:\/2 (%(10—x+y))2:%]10—x+y\.

1
Assim, estamos procurarando os extremos da fun¢ao — |10 — x + y| sujeita a restrigao

V2

g(x,y) = 2* + 4y* = 16.

Solucao 1
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Vamos verificar primeiramente que a reta e a elipse nao tem ponto em comum. Neste caso,
temos z = y + 10. Substituindo na restricao:

(y +10)* + 4y* = 16 = 5y + 20y + 100 = 16 = 5y + 20y + 84 = 0
O discriminante dessa equacao é:
A=20"—-4-5-84=400— 1680 = —1280 < 0

Portanto, nao ha solucoes reais. Concluimos que nao existe ponto da elipse para o qual
10—z +y=0.

1
Logo, achar extremos da funcio — |10 — x + y| sujeita a restricdo g(z,y) = 2> +4y* = 16 é

V2

equivalente a achar extremos da fungao 10 —x +y sujeita a restricao g(x,y) = 2 +4y? = 16.

Aplicamos o método dos multiplicadores de Lagrange. Calculamos os gradientes:

Vf=(-1, 1), Vg = (2z, 8y)

Pelo método de Lagrange:
Vf=AVg= (-1, 1) = A2z, 8y)

Note que = # 0, y # 0. Logo, Sistema:

—1=2\z 1 1
SA=——=—=-4dy==x
1 =28y 2¢ 8y

Substituimos na restri¢ao:
4
% 4+ 4y? =16 = (—4y)? + 49> = 16 = 16y + 4y*> = 20y* = 16 = 3> = =

Logo:

Substituimos na funcao f:

8 2
— Parar=——, y=—:

V5 V5

— Para xz =
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Portanto:
Maximo: (—i, i)
5 V5
8 2
Minimo: —, ——
(& )
Solugao 2

Para evitar ter que trabalhar com valor absoluto, considere f(z,y) = (10 — z + y)?, com
restricio g(z,y) = 2° + 4y* = 16.

Aplicamos o método dos multiplicadores de Lagrange:
Vi=(-2(10-z+y),2(10 —z +y)), Vg=(2z,8y)
[gualando:

(=2(10 — 2 + ), 2(10 — 2 + y)) = A\(22, 8y)

Sistema:
—2(10 —z+y) =2 z, 2(10—x+y)=28\y

Antes de dividir as equagoes para eliminar o fator comum (10 — z + y), devemos garantir
que os denominadores envolvidos (isto é, x e y) nao sao zero. Analisemos os casos:

— Caso x = 0: da primeira equagao do sistema de Lagrange,
—2(10—24y)=0=10-2z+y=0=y=-10
Substituindo em 2% + 4y* = 16:
0% + 4(—10)? = 400 # 16

Portanto, x = 0 nao satisfaz a restricao.

— Caso y = 0: da segunda equagao do sistema,
20—z +y)=0=>2=10
Substituindo na equacao da elipse:
10?2 4+ 0 = 100 # 16

Assim, y = 0 também nao satisfaz a restricao.

— Caso 10 — z + y = 0: isso anula o gradiente de f, ou seja, Vf = 0. Isso significaria
que f atinge um valor extremo com gradiente nulo.

Neste caso, temos x = y + 10. Substituindo na restricao:
(y +10)% + 4y* = 16 = 5y* + 20y + 100 = 16 = 5y + 20y + 84 =0
O discriminante dessa equacao é:
A=20"—4-5-84=400— 1680 = —1280 < 0

Portanto, nao ha solucoes reais. Concluimos que nao existe ponto da elipse para o
qual 10 —z +y = 0.
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Como nenhum dos casos problematicos ocorre na elipse, podemos realizar a divisao com

seguranga.
10—m+y_10—x+y:> 1 1

x 4y r 4y y=a
Substituimos na restricao:
x2—|—4y2:16:>16y2+4y2:20y2:16:>y2:il:>y:j:i a::¢i
5 NG V5

Os pontos extremos sao:

Calculando 10 — z + y:

8 2 8 2
No ponto | ——=, —=|: 10—z+y =10+—=+—= =104+v20 = méaxima distancia
P ( 5 \/3> Y VARV
No ponto (i —i> o 10—x+y = 10—i—i =10—v20 = minima distancia
P 5 V5) Y NG

8 2
Mais préximo da reta: —_— ——
g (ﬁ \/5)
Mais distante da ret ( 8 2)
als distante da reta: - —
V5 V5
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