Calculo Diferencial e Integral 2 2025.1 - MAC128

N% Instituto de Matematica - IM/UFRJ
Gabarito Prova 3 Unificada — 10 de Julho de 2025

Questao 1 (2.5 pontos):
Considere a funcdo f : R* — R definida por f(z,y) = (z* + y)%.

(a) Calcule a derivada parcial f,.(z,y) e verifique que ela admite a seguinte expressao:

{L‘2

ey =4 @i (z,y) # (0,0)
L se (z,y) = (0,0)

(b) A funcao derivada parcial f,(x,y) é continua na origem? Justifique sua resposta.

Solucao:

(a) Para (x,y) # (0,0), aplicamos a regra da cadeia:
2

d 1 1 _2 2 T
fetw) = o (@ +0}) = 5t ey E st =

Para (x,y) = (0,0), utilizamos a definigao de derivada parcial:

£2(0,0) = lim f(1,0) . £(0,0)

Como f(h,0) = (h*)3 = h e f£(0,0) =0, temos:

. h .
fz(0,0)_}an%—_%%1_1.

Portanto,

l‘2

Ly =L @i (2,y) # (0,0)

1, se (z,y) = (0,0)
(b) Para determinar se f,(x,y) é continua devemos verificar se ( l)irrzo 0 fe(x,y) = f2(0,0) = 1.
x?y % K

Vamos analisar o limite através de diferentes caminhos:

— Ao longo do eixo z (y = 0), temos:

.ZUQ 1’2
I (2,0) = i — lim =1
(.0) (0.0 fo(2,0) (.0)5(0.0) (x3)2/3 (2.0)=(0.0) 72

— Ao longo do eixo y (x = 0), temos:

0
(o,y)lg(lo,mf( v) 04)>(0.0) y?/3

Como o limite depende do caminho, ele nao existe.

Resposta (b): | f.(z,y) ndo é continua na origem |.

OBS: Também é possivel concluir que o limite nao existe por outros caminhos, como por exemplo,

pelo grafico das funcoes y = az®.
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N% Calculo Diferencial e Integral 2 2025.1 - MAC128
Gabarito Prova 3 Unificada — 10 de Julho de 2025 (continuagao)

Questao 2 (2.5 pontos):
Seja f(x,y) = 2%y* — 2y,

(a) Determine a derivada direcional de f no ponto (1, —1) na dire¢ao do vetor unitdrio u indicada
T
pelo angulo 0 = r

(b) Em que direcao f tem a méxima taxa de variacao? Qual o valor da méxima taxa de variacao?

Solucgao:

(a) A derivada direcional de f no ponto (zg,yo), na direcao do vetor unitério u = (cosf,sin ),
¢é dada por:
of

%(%JJO) = Vf(x0,%0) - u
O gradiente de f ¢ Vf(z,y) = (fo(2,9), f,(2,9)) = 32°y" —42’y?, 42°y* —32"y*). Avaliando
no ponto (1, —1), temos

Vf(l,—-1)=(7,-7).

é:

( T . 7T> \/§ 1
u=(cos—,sin—)=[—,=].
6 6 22

Calculando o produto escalar:

A direcao dada por 0 =

o)

of _ V3 1) V3B 1 W3 7T 7(V3-1)
o “7—”—(77—7)'(?5)—77“—7)'5—7—5 B
Resposta (a): % (1,-1) = @ .

(b) A méaxima taxa de varia¢do ocorre na dire¢ao do vetor gradiente:
Vf(L _1> = (77 _7>

A diregao unitaria correspondente é:

1 1 1 1
Umsx = W<7, —7) = —49—_'_49<7, —7) = @(7, —7) = E(l, —1)

A maxima taxa de variagao é o médulo do gradiente:

IVf(1,=1)| = /72 + (=7)2 = V49 4 49 = V98 = TV/2.

1
Resposta (b): | méaxima taxa de variacio na direcio de —(1, —1) e igual a 7v/2

V2
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N% Calculo Diferencial e Integral 2 2025.1 - MAC128
Gabarito Prova 3 Unificada — 10 de Julho de 2025 (continuagao)

Questao 3 (2.5 pontos):
Seja a funcao f(z,y) = In(z* +y* + 1), definida e diferencidvel em R?.

(a) Determine a equagao do plano tangente ao grafico da funcao z = f(z,y) no ponto P =
(1,2, f(1,2)).

(b) Ache os pontos criticos e explique se sdo maximos locais, minimos locais, ou pontos sela.

Solucao:
(a) A férmula do plano tangente ao grafico de z = f(z,y) no ponto (zg,yo) é:

z = f(20,90) + [o(20,Y0)(x — x0) + fy(%0,Y0) (¥ — Yo)
Dado f(r,y) = In(2* + y* + 1), as suas derivadas parciais sdo:

2x 2y

falz,y) = ma fy(@,y) = 72 +y2+1

Para concluir precisamos entao avaliar f, f;, e f, no ponto (zo,y0) = (1,2):

2 1 4 2
f(1,2) =In(12 4+ 2% + 1) = In(6) fe(1,2) = = = = f,(1,2) == =2
6 3 6 3
1 2
Resposta (a): |z = In(6) + g(x —-1)+ §(y —2)
(b) Os pontos criticos (zg,yo) sao os zeros do gradiente.
2z
(r,y) = ———-——7=0 <& =0
fa(z,y) R x
2y
fy(%y)—m—o & y=0

O tnico ponto critico é (0,0). Como as derivadas parciais de segundo ordem

2(x% +y? + 1) — 422
(2 +y> + 1)

2% + 2 + 1) — 492
(22 +y>+1)?

—4xy
(22 +y*+1)°

fmx: f:ry: fyy:

sao continuas, podemos usar o teste da segunda derivada. Temos f,,(0,0) =2 > 0 e
D(0,0) = f.2(0,0)f,,(0,0) = f.,(0,0)> = 4 > 0. Logo (0,0) é¢ um minimo local.

Resposta (b): | O tnico ponto critico de f é (0,0) e é minimo local.

OBS: Para classificar o ponto critico, podemos também argumentar que o logaritmo ¢
crescente, e que 2 +%2 4 1 atinge o minimo absoluto em (0, 0), pelo que (0,0) é um minimo
local e absoluto de f.
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N% Calculo Diferencial e Integral 2 2025.1 - MAC128
Gabarito Prova 3 Unificada — 10 de Julho de 2025 (continuagao)

Questao 4 (2.5 pontos):

$2 2

x x
Determine o maximo e minimo absolutos da fungao f(z,y) = CIE) —y? restrita & elipse 7 +y? =1,

e os pontos onde eles se atingem.

Solucgao:

Como f é continua e a regiao compacta, o Teorema do Valor Extremo (ou Teorema de Weierstrass)
garante a existéncia de maximos e minimos absolutos.

Usamos o método dos multiplicadores de Lagrange:

Vf=AVg,
1
glw,y) = 0" +y" = 1.
Calculamos os gradientes:
3 1

Como Vg sé se anula na origem, Vg # 0 sobre a elipse, e podemos aplicar o método. Temos que
resolver o sistema,

3 1
1
g(z,y) = szﬂ/z =

No caso y = 0, substituindo na terceira equacao, obtemos z = +2.

No caso y # 0, simplificando na segunda equacao, obtemos A = —1. Substituindo na primeira

3
obtemos x = 1. E substituindo na terceira, y = i\/?_.

3
Concluimos que ha quatro pontos candidatos: (2,0), (—2,0), (1, —), e (1, _§> Nestes pontos:

0= -1 f-20 =5 0,2 =50, 2 - T

e assim podemos identificar maximos e minimos absolutos.

Respostas:

V3

7
O valor minimo é —gese atinge nos pontos (1, iT)

O valor maximo é 5 e se atinge no ponto (—2,0).

OBS: Substituindo y* = 1—(2?/4) na expressdo para f(z,%), a questdo se torna achar os extremos
absolutos de h(x) = 3(2?/4) — 3(z/2) — 1 sujeito a —2 <z < 2. Como h'(r) =0 <= x =1,
segue que os candidatos a extremos sao 1, —2 e 2. Verifica-se imediatamente que h(1) = —7/4,
h(2) =—1,h(=2)=5.Sex=—2entdioy =0esex =1y ==4(V3)/2.
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