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Calculo Diferencial e Integral 2 2025.1 - MAC128
Gabarito Prova 2 Unificada — 29 de maio de 2025

Questao 1 (2.5 pontos):

Considere a equacao diferencial 3" + 3" — 6y = 2e™*".

2t

(a) Ache a solugao geral da equagao diferencial.

(b) Se y(0) = 1, entdo encontre y'(0) de modo a garantir que lim y(t) = 0.

t—+00

(a)

Solucgao:

Solugao da equagao homogénea associada
V' 4y —6y=0=r"+r—6=0=(r+3)r—-2)=0=r =-3, rp=2
yn(t) = Cre " + Cye®

Solugao particular:

Encontraremos uma solucao particular através do método dos Coeficientes Inderterminados.
Como o termo nao homogéneo é 2~ propomos:

y(t) = Ae
yo(t) = —2Ae™,  y(t) = 44
Substituindo na equagcao:

1
Yo+ 1 — 6y, =2e " = 447 — 247 —6Ae ' =2 = —4A=2= A= )

1
5 = 2
?Jp() 26

Solucgao geral:
1
y(t) = Cl€_3t + 0262t — 56_%

Condicao: y(0) =1e lim y(t) =0

t—+o0
Para que y(t) — 0, o termo Cye** deve ser eliminado:

:>02:0

Assim, a solugao fica:
1
y(t) = Cre™ ™ — —26_2t

Aplicando a condigao y(0) = 1:

1 3

Ci—==1=C, ==

o 1T

Logo:
3 1

y(t) _ 5673t o _672t
Derivando: -
y/(t) — 6—3t + 6_2t = y/(o) — _5 +1= _5
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N% Calculo Diferencial e Integral 2 2025.1 - MAC128
Gabarito Prova 2 Unificada — 29 de maio de 2025 (continuagao)

Questao 2 (2.5 pontos):
Considere a curva parametrizada por

v(t) = (—sen t +tcost, cost +t sen t, at®), t € [0,27].

Sabendo que o comprimento total desta curva é 672, ache o valor de a.

Solucgao:

Comprimento de arco de curva

A férmula do comprimento de uma curva parametrizada por (t) é:

2
L= / I (0)] de.

Calculamos a derivada de cada componente:

o 1(t)=—sent+tcost = 2'(t) = —cost — tsent + cost = —tsent
e y(t) =cost+tsent = y'(t) = —sent +sent + tcost = tcost

o 2(t) = at’ = 2/(t) = 2at

O vetor velocidade é:
7' (t) = (—tsent, tcost, 2at).

O moédulo do vetor velocidade é:

1V () = v/ (—tsent)? + (tcost)? + (2at)? = \/t2(sen2t + cos? t) + 4a2t2 = tV/1 + 4a>.

Comprimento da curva:

27 2 272w 2
t 2
L:/ t\/1+4a2dt:\/1+4a2/ tdt:\/1+4a2-[§} :\/1+4a2-(7r)
0 0 0
L =+V1+4a2- 27>

[gualando ao comprimento dado:

Vitda? 272 =62 =>V1+4a2 =3 =14+4a>=9=0a>=2=a = +V2.
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Gabarito Prova 2 Unificada — 29 de maio de 2025 (continuagao)

Questao 3 (2.5 pontos):
Considere os pontos A = (1,0,1), B =(1,2,3) e C = (2,2,2) no espago euclideano.

(a) Dé uma equagao paramétrica da reta r que passa por A e B.
(b) Calcule a area do triangulo ABC.

(c) Dé uma equagao cartesiana para o plano m que passa por A, B e C.

Solucgao:
o

(a) O vetor diretor da reta r é AB = (xp — x4,y — ya, 28 — 24) = (0,2,2). Utilizando o

ponto A = (1,0, 1) como posigao inicial, podemos parametrizar a reta r como segue:
r=1 y =2t z=14+2t t e R,
e utilizando o ponto B = (1,2,3) como ponto inicial, podemos parametrizar a reta r por:
r=1 y=2+2t z2=34+2t teR.
— —

(b) Para calcular a area usaremos o produto vetorial entre os vetores AB e AC' = (¢ —
Ta, Yo —Yaszc — za) = (1,2,1):

AB x AC = det — (=2,2,-2)

_ O
N DO .
N

A norma desse vetor é v4 + 4 + 4 = 2v/3, e calcula a drea do paralelogramo determinado.
Concluimos que a drea do triangulo ABC' é a metade, ou seja v/3.

Outra forma de calcular a drea do triangulo ABC' seria utilizando a projegao do vetor AC
sobre a direcao perpendicular a A@, determinando assim a altura relativa a base AB. A

area seria entao dada por 5 |AB|| - |ACL||, onde AC', é o componente de AC' ortogonal

a AB.
— —
(¢) O vetor AB x AC = (—2,2,—2) é normal ao plano 7. Logo, o plano tem equagao do tipo
—2r+4+2y—2z=d
Para achar d avaliamos por exemplo em A:
d=-2(1)+2(0)—2(1) =—4

Concluimos que a equacao do plano m é —2x + 2y — 22 = —4, ou equivalentemente,
rT—y+z=2
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Caélculo Diferencial e Integral 2 2025.1 - MAC128
Gabarito Prova 2 Unificada — 29 de maio de 2025 (continuagao)

Questao 4 (2.5 pontos):
Considere a superficie S de equacao dada por

222 4y — 2> —22-2=0.

(a) Identifique a superficie, isto é, dé o seu nome.

(b) Parametrize a curva C que ¢é a intersegao entre S e o plano y = V2.

(c) Dé uma equagao paramétrica da reta tangente a curva C no ponto (—

%, V2, —1).

(a)

Solucgao:

Vamos completar quadrados em z:
27+ — (P +22) —2=0= 22" 4y — [(2+1)*—1] —-2=0
= 200+ — (2 4+ 1) +1-2=0= 222 +¢y*— (2 +1)* =1

Reescrevendo:

Esta é a equacao de um hiperboldide de duas folhas, com o eixo principal na direcao
do eixo y e centro em (0,0 — 1).

Substituimos y = v/2 na equacao da superficie:
222+ (V2P - (2412 =1= 202 42— (2+1)?=1= -2 — (2 +1)? = -1

=207 +(z+1)* =1

Essa é a equagao de uma elipse no plano xz, centrada em (0, \/5, —1). Podemos parametri-
zar:

() = %cost, S = —1+sent, y(t) =2

Assim, a parametrizacao da curva é:

1
7(t) = <E cost, V2, —1 + sen t) , te|o0,2m)

Dé uma equagao paramétrica da reta tangente a curva C no ponto (—75, V2, —1) .
Comparando com a parametrizacao:

1 1
z(t)= —=cost=———==cost=—1=t=n

V2 V2
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Gabarito Prova 2 Unificada — 29 de maio de 2025 (continuagao)

2(t)=—1+4+sent=—-1=sent=0=t=m

Derivando:

7(t) = (—%sen t, 0, Cost) = () = (0, 0, —1)

Como a curva passa por (—75, \/5, —1) com vetor tangente (0,0, —1), a equacao da reta

tangente é:
Ftang(s> = (_\/Lg? \/57 —-1- S) ) selR
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