Caélculo Diferencial e Integral 2 2024.2 - MAC128

N% Instituto de Matematica - IM/UFRJ
Prova 3 Unificada 13h — 06 de dezembro de 2024

TEMPO DE PROVA: 2h.

Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.

Questao 1 (2.5 pontos):
Dada a funcao:

32
fr =g B9 # 00

0, se (r,y)

I
—
=

[a)
N

a) Encontre a derivada parcial f,(x,y) para todo (z,y) € R? .

b) Determine se f,(z,y) é continua em (0,0). Justifique sua resposta.

Solucgao:

a) Para (z,y) # (0,0), usamos a regra do quociente. A fungao é dada por:

322y
f(z,y) = g

A derivada parcial em relagao a x é:

(3a%y) - (z* 4+ ¢?) — 322y - L (= + 7
(I4 + y2)2 :

0
fo(z,y) = o

(6zy) (=" + y?) — (32%y)(42°)
(33'4 + y2)2

f:r:(mvy) -

Simplificando:
6zy(z* + y?) — 1225y
(2% + 12)?2
Fi(y) = 625y + 6xy® — 1225y
(2% + 12)?2
6zy> — 62°
fo(,y) = W

fx(x>y) =

Portanto, para (x,y) # (0,0):

 Gay(y? — a?)
fx( ’ )_ (x4—|—y2)2 .

Para (z,y) = (0,0), a defini¢cao de derivada parcial é:
h,0) — £(0,0
£ 0.0) = iy L0120 = £(0.0

h—0 h
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N% Calculo Diferencial e Integral 2 2024.2 - MAC128
Prova 3 Unificada 13h — 06 de dezembro de 2024 (continuagao)

Como f(h,0) = % = 0 para todo h # 0 e f(0,0) = 0, temos:

Assim, a derivada parcial f,(z,y) para todo (x,y) € R? é:

bry(y* -2
fx(x,y) = (ZL‘4 + y2)2 ) ( 73/) 7é (0,0)7
0 se (z,y) = (0,0).

b) Para verificar se f,(z,y) é continua em (0,0), analisamos o limite:

6oy (y* — a*)
m ————"
(29)—=(0,0) (7% + y?)?
Tomemos o caminho y = mxz, onde m € R:

_ 6x(mzx)((mx)? — )
falome) = = o a2

6z m(m2z?® — z*)

oz, mz) = (z* + m222)?2
o ) — 6z'm(m? — %)
fo(x, mz) (77 + m222)2
fo(z, mx) = 6zi7(:gnj ;2;2)

folaw,mz) = 6m(m? — z*)

(m? + 22)2
Quando x — 0, temos:

6m(m*—0) 6m® 6
folz, ma) = (m2+0)2  ml T m

O limite depende de m, ou seja, do caminho escolhido. Portanto:

lim +(T,1y) nao existe.
(z,y)—(0,0) fa(@,9)

Logo, f.(z,y) ndo é continua em (0, 0).

Questao 2 (2.5 pontos):

3
Considere a superficie S definida pela equacdo 2% + y* + 2% = 1 Encontre o ponto (zg, Yo, 20) € S

tal que o plano tangente a S nesse ponto seja paralelo ao plano x —y + z = 1.
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Prova 3 Unificada 13h — 06 de dezembro de 2024 (continuagao)

Solucgao:

3 3
A equacio 2+ 9%+ 2% = 1 define uma superficie esférica. Considere F(z,y,2) = 2> +1y* + 2> — T
O gradiente de F(x,y, z), que é normal a superficie, é dado por:

VE(z,y,z) = (2z,2y,22).

Para que o plano tangente a superficie S em (¢, yo, 20) seja paralelo ao plano z —y + z = 1,
o vetor normal do plano tangente (V F(xq, yo, 20)) deve ser paralelo ao vetor normal do plano
dado.

O vetor normal ao plano z —y+ 2 =1 é:

=(1,-1,1).

Assim, temos que:
VF([E(), Yo, Zo> = (2[[‘07 2y0, 22’0) = k(l, —1, ].)

Isto implica que:
2330 = k’, 2y0 = —k’, 220 = k’,
onde k é uma constante escalar.
Logo:
k k k
— = ——=., zp=—.
2 9 3/0 2 ) 0 2

Ty —

3
Além disso, o ponto (g, 9o, 20) deve satisfazer a equagdo z2 + yp + 22 = T Substituindo:

OROROM

Kook k3
T Iy
3k* 3
44
FP=1= k=
e Para k = 1:
1 1 1
130—57 yo——§, 20—5
e Para k = —1:
1 1 1
1’0——57 ?/025, Zo——§

Os pontos procurados sao:

1 11 11 1
27 272 227 2)°
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Caélculo Diferencial e Integral 2 2024.2 - MAC128
Prova 3 Unificada 13h — 06 de dezembro de 2024 (continuagao)

Questao 3 (2.5 pontos):
Um morro possui forma definida pelo grafico f(z,y) = —2% — y* + 4z + 4y.

a)

Uma pessoa estd situada no ponto A = (2,1,7). Qual diregao ela deve tomar para subir pela
parte mais ingreme do morro? Qual a taxa de variagao da altura neste ponto?

b) Se a pessoa se mover na diregao do vetor ¥ = (—3,4), ela estard subindo ou descendo? Qual a
taxa?
¢) Em que direcao ela deve se mover para percorrer um caminho plano?
Solucgao:
a) O gradiente indica a dire¢do e o sentido de maior crescimento da fungdo. Portanto, para subir
pela parte mais ingreme, deve-se seguir a direcao e o sentido do gradiente.
Vilx,y)=(—2x+4,-2y+4).
No ponto A = (2,1):
Vf(2,1)=(-2(2)+4,-2(1)+4) =(0,2).
A pessoa deve subir na dire¢ao do vetor (0,2). A taxa de variacao da altura nesta diregao é
dada por:
IVF(2,1)| = V02422 =2
b) A taxa de variagdo da funcao f na direcao de v é dada por D, f(z,y), onde 4 é um vetor

unitario na direcao de v.

U 3 4
U= (=34), [ =V(=3)?+4 =5, ﬁ=T:(‘—>‘).
1] 55
Calculando:
3 4 3 4 8
Du 9 - 2,1‘_»: ,2- —=, = = . — 2,_:_.
f(z.) Vf()u(O)(55) (5>+55

8

Como a taxa é positiva, a pessoa esta subindo. A taxa de variagao é £

Para que a pessoa percorra um caminho plano, a taxa de variacao da altura deve ser zero.
Isso ocorre quando o vetor diregao é ortogonal ao gradiente. Seja W = (o, yo), entao:

Vf2,1) - w=0 = (0,2)(20,5%) =0 = 2y, = 0.

Logo, yo = 0, e qualquer vetor na forma w = (¢, 0) satisfaz a condigao. Tomando xy = 1,
para percorrer um caminho plano é preciso se mover na dire¢ao @ = (1,0).

Questao 4 (2.5 pontos):
Seja f(z,y) = 2% + 2y sujeita & condicdo D = {(z,y) € R*zy < 1}.
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Prova 3 Unificada 13h — 06 de dezembro de 2024 (continuagao)

a) Determine e classifique os pontos criticos de f no interior da regiao D.

b) Determine os extremos de f na fronteira da regiao D.

Solucao:

a) A fungdo f(z,y) é diferenciavel e seu gradiente é V f(x,y) = (4z,4y) . Para determinar os
pontos criticos no interior da regidgo D, fazemos V f(x,y) = (0,0), o que implica:

dr=0 e 4dy=0 = =0 e y=0.

Portanto, o tnico ponto critico no interior é (0,0). Utilizando o Teste da Derivada Segunda
para classifica-lo, obtemos:

H(w,y) = foe(2,9) fyy(2,y) = (foy(2,9))* = 4.4 — 0= 16.
Como H(0,0) =16 > 0 e f,,(0,0) =4 > 0, entao f(0,0) ¢ um valor minimo local.

b) Na fronteira da regido D, temos a restricdo zy = 1. Para encontrar os pontos extremos nesta
regiao, utilizamos o método dos multiplicadores de Lagrange. Definimos a funcao:

g(z,y) = xy — 1,

e buscamos os pontos que satisfazem:

Vf(z,y) =AVg(z,y)|e|g(x,y) = 0|

Calculamos os gradientes e obtemos o seguinte sistema:

dr = Ay
dy = Iz
zy = 1

Pela terceira equagao, concluimos que (x,y) # (0,0). Logo:

4x

= A
b,
T
zy = 1

[gualando a primeira equagao com a segunda, obtemos:

4 4
o — =y = y=+z.
Yy x

Substituimos y = = e y = —x na restricao zy = 1:

e Para y = x, temos:
2 =1 = x==1,logo (z,y) = (1,1) e (z,y) = (=1, —1).
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Prova 3 Unificada 13h — 06 de dezembro de 2024 (continuagao)

e Para y = —x, temos:
r(—x) =1 = —2 =1, 0 que ndo possui solucio.

Portanto, os candidatos na fronteira sdo (1,1) e (—1,—1).

Calculamos os valores de f(z,y) nos pontos encontrados:
F(1,1) =2(1)* +2(1)* = 4,

f(=1,=1) =2(=1)? + 2(-1)* = 4.

Como os valores sao iguais, precisamos de um outro ponto qualquer sobre a fronteira zy = 1,

afim de que seja possivel verificar se os pontos (1,1) e (—1,—1) sdo valores maximos ou

1 1 1
minimos. Tomando o ponto (2, 5), como f| 2, 3) = 4+ 1- 71 > 4, entao os valores

f(1,1) = f(—1,—1) = 4 sdo minimos absolutos de f na fronteira zy = 1.
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