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Notagao: EDO = Equacao Diferencial Ordindria, PVI=Problema do Valor

dy

Inicial e y'(z) = 2.

Questao 1 (2.5 pontos)

(a) Determine a solugao geral explicita y(z) da equagao diferencial

d
% = xye®. (*)

(b) Se y(0) = 1 ache o valor da constante.

Solugao, item (a): Fazendo a separacao das varidveis em (%), temos:

d
W_ retdx.
Yy

Agora, integrando em ambos os lados em (1), segue
[ =]

In(ly) = /xemdx—kc,

dai,

(3)

aplicando do lado direito de (3), a técnica de integracdo por partes, entdo se
u =z, logo du = dz, e dv = €* implica v = €*. Assim, [ze"dz = uwv — [vdu =

ze® — [e*dr = xe” —e” = e*(x — 1). Agora, voltando em (3), segue
In(lyl) = e*(x = 1) + ¢,
aplicando em (4) exponencial em ambos os lados, temos

jyl = " @ D+e = ogen(amD)

assim,
y=+ee® ) = 0 =D com O = e £ 0.
Portanto, a solugéo geral da EDO (x) é
y(z) = Ce® @D com C eR; C #0.

Solugao, item (b): Veja que, y(0) = 1, daf fazendo z = 0 em (7), segue

1=y(0)= Ce?’ 01 = Ce! = ¢ = C(C=e.
e

(4)

(8)

Portando, usando (8), a solu¢ao da EDO (%) que satisfaz y(0) = 1 é dada por:

y(l’) _ eeem(mfl) _ €1+em($71).

Questao 2 (2.5 pontos)



(a) Determine a solugéo geral explicita y(z) da equacao diferencial
(2 + l)d—y + 3xy = 6x (x1)
dx '

(b) Utilize o resultado do item (a) para obter a solugdo do problema de valor
inicial y(0) = —2

Solugao, item (a): Observando em (x1), que 2% + 1 # 0, daf

dy 3z 6z

= = 9
TV = (9)

em que, a equagao (9) é uma EDO linear de primeira ordem na forma reduzida

y'(z) + p(x)y(z) = q(x), onde p(x) = g’f_l e q(x) = x?f_l. Usando o fator de

integracdo pu(z) = e/ P(*)4 temos que

el POy () 4 e POV () y () = ] PO (), (10)

=4 ( fp(z)dzy(z))

agora integrando (10), em ambos os lados, temos
el Py () — /efp(z)d’”q(x)dx +C, (11)

consequentemente, a solucao geral de uma EDO de primeira ordem na forma
reduzida y'(z) + p(z)y(x) = q(z) é

y(z) = e~ JP(@)de {/efp(w)qu(x)dx + C’] (12)

Voltando agora para (9), onde p(x) = wg’—f_l e q(x) = %, e usando (12), veja:

o of p@)de _ f F55de _ din( 1) _ n((@*+)E) _ @2+ 1)}

oo Ip@in _ = Frde _ gt (@ H07E) g2 4 q)-d,
6
. /ef”(m)dﬂ”q(w)dw = /(ar + 1)%x—fr1da: = 6/(3:2 +1)2xdz. (13)

m(13) tomando u = 2? + 1, & = zdx, daf, 6 [(22 + 1 y2xdr =6 [(u) %7“:
3 [(u) u—3(u)2 2(u)? = 2(22 +1)2. Disto em (13),

jw

/ S pl@)d g )dx—/(x +1)3 Gildx:6/(x2+1)%xdx:2(x2+1) .

Voltando em (12), e substituindo as integrais acima calculadas, temos:
y(z) = e~ JP(@)de {/efp(w)dwq(x)dx + C]

— (24 1)} [2(m + )3+ C}
=2+ C(z® +1)75.



Com isso, a solugdo geral de (x1) é:
y(a:):2+0(x2+1)_%, com CeR. (14)
Solugao, item (b): Veja que, y(0) = —2, daf fazendo z = 0 em (14), segue
2=y(0)=2+C(0*+1)F=2+C = C=-4 (15)
Dai, usando (15), a solu¢ao da EDO (%1) que satisfaz y(0) = —2 é dada por:
y(x) =2 — 4% +1)7%.
Questao 3 (2.5 pontos)

Dada a equagao diferencial de segunda ordem:

y" +y =4z + 10sin(x). (x2)

Encontre a solugao geral da equacao diferencial e resolva o problema de valor
inicial com as condigdes y(7) =0 e y'(7) = 2.

Solugao:

Passo 1: Primeiramente, vamos determinar y, (), isto é, a solu¢do da EDO ho-
mogénea (y”+y = 0) associada a (x2). Dal, as raizes do polinémio caracteristico
associado é: p(A\) =A2+1=0 == \ = %i. Portanto,

yn(x) = Cicos(x) + Casin(x). (16)

Passo 2: Vamos determinar y,(z) solu¢do particular de (x2) via o método dos
coeficientes indetermidados (ou & determinar), de modo que y, () néo esteja em
yn(x). Note que, o lado direito da EDO (%2) é: 4a + 10sin(x). Daf, buscamos
yp(x) da forma:
Yp(x) = Az + B + x(Ccos(x) + Dsin(z))
= Az + B + Czxcos(x) + Dasin(x). (17)

Agora, derivando duas vezes (17),

y,(x) = A+ Ccos(x) — Cxsin(x) + Dsin(x) + Dxcos(x);
y, (z) = —Csin(zx) — Csin(z) — Czcos(x) + Dcos(x) + Dcos(x) — Dxsin(zx),
—2Csin(x) + 2Dcos(x) — Cxcos(x) — Dxsin(z).

Substituindo em (x2), fica y;(z) + y,(v) = 4x + 10sin(x), donde agrupando
termo a termo, obtemos um sistema de equagoes que resultou em:

A=4, B=0, —2C =10, D = 0.
Assim,

A=4, B=0, -C =5, D =0.
O que acarreta a soluca@o particular y,(z), em (17), ser:

yp(x) = 4 — bzcos(z). (18)



Passo 3: A solugdo geral da EDO (x2) é dada por:

y(x) = yn(x) + yp(2).

Portanto, de (16) e (18), ’ y(x) = Cycos(x) + Cysin(x) + 4o — bxcos(x). ‘

Agora precisamos verificar as condigoes iniciais: y(7) = 0 e y'(7) = 2. Note,

o y(m) =0, dai,
0 = y(m) = Cycos(w) + Cosin(m) + 47 — 5(m)cos(n),
=Ci1(-1)+4(m) = 5(m)(-1) =-C1+ 97 = C; =97. (19)
o y/(m) =2, dai ¢/ (z) = —Cysin(z) + Cacos(xz) + 4 — 5eos(x) + bxsin(z), e
2 =y/(m) = —Cysin(m) + Cacos(m) + 4 — beos(m) + 5(m)sin(r),
102(71)4»475(71) =—Cy+9 = (C=9—-2="1. (20)

Agora usando Cy = 97 e Cy = 7, encontrados em (19) e (20), na solucao geral
encontrada, temos a solu¢ao da EDO (x2) satisfazendo y(7) = 0 e ¢/'(7) = 2,

dada por: ’ y(x) = 9mcos(x) + Tsin(z) + 4o — Sxcos(z). ‘

Questao 4 (2.5 pontos) Uma cultura de bactérias cresce a uma taxa propor-
cional & quantidade presente. Ao fim de 10 min, cresceu 4%.

(a) Determine a constante de proporcionalidade.

(b) Quanto tempo levara a cultura para duplicar?

Solugao, item (a): Sejam P(t)=quantidade de bactérias presentes, e t=tempo
a varidvel indenpendente. Pela hip6tese do problema, temos:
dP(t)
——= =kP(1), 21
2 = kP() (21)
em que k é a constante de proporcionalidade.

Condigoes iniciais: Quando ¢t = 0, temos P(0) = Py, onde Py=ndmero de
bactérias inicial. Apds, 10 min, o ntimero de bactérias inicial cresceu 4%, daf,

P(].O) =Py +4%Py = Py + 1%4)0130 = %P@ = %Po, ou seja, P(].O) = %SPO

Usando técnica de separacgao de varidveis em (21), temos que:

dP(t
P((t)) = kdt = In(|P(t)]) = kt+c = |P(t)| = eF'Fe =M =
= P(t) = +ef et = CeM,
<~
=C
isto é, P(t) = Ce** é a solugao geral de (21). Agora, vamos verificar as condigoes
iniciais. Como P(0) = Py, segue

Py=P0)=Ce®=C = C=Fh,. (22)



Portanto, P(t) = Pye**. Agora, usando a condigao P(10) = 25 P, vamos deter-
minar a constante de proporcionalidade k. De fato,

26, _ b k(10) 26 ok (@) _
25P0 = P(10) = Pye = =€ = In 55 ) = 10k,

iln(ﬁ>t
logo, k = —=In( 28). Com efeito, | P(t) = Pye'® \*/ .
10 25

Solugao, item (b): Queremos determinar um tempo to de modo que, P(tg) =
2P, (ou seja, o tempo em que a populagao inicial de bactérias duplicou). Dal,

2By = Plto) = Pyetsm(B)0 o o — o Hin(3)0 o 1(2) = %Oln(%)to.

Portanto, tg = 10in2)
n(2)

25



