Instituto de Matematica - IM/UFRJ
N% Calculo Diferencial e Integral 2 2024.2 - MAC128
Prova 1 Unificada 13h — 06 de setembro de 2024

TEMPO DE PROVA: 2h.

Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.

Questao 1 (2.5 pontos):
Determine a solugao do PVI

v 1
dt V142
y(0) =1.

Solucao:
Se considerarmos y # 0, podemos separar as variaveis

1d— "
y3y V1 +t2

Integrando a equacgao em ambos os lados

t
—3d :/ dt.
/y Y V1+1¢2

Utilizando o método da substituicao para resolver a segunda integral, obtemos

1 —

Substituindo condicao inicial y(0) =1

1
——=1+C
5 +
3
C=—-.
2
Portanto, a solucao geral do PVI é dada por
1
- \S1ae 2
242 * 2

d
Considerando o caso em que y = 0, a equagao (1) serd d_zt/ = 0, cuja solucao é y
Cy € R. Como y(0) =1, entao C; = 1.

(t) = C, onde

Questao 2 (2.5 pontos):
Determine a solu¢ao do PVI
{ ty +2y = sint, t>0

y(m) = 0.
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Prova 1 Unificada 13h — 06 de setembro de 2024 (continuagao)

Solucgao:

Para reescrever a equacao na forma padrao, podemos dividir ambos os lados da equagao por t,
tendo em vista que ¢t > 0. Dessa forma,

n 2 sint
YR T T
2 sint
Portanto, p(t) = 7 e q(t) = —~
O fator de integracio ¢ u(t) = e/ T = 2t — 42 Multiplicando ambos lados da equacao
, 2 sint
Yy + Ty =~ por u(t), obtemos
2 sin ¢
ty + 2y =t —
sty [
t2y' + 2ty = tsint
d

a(ﬁy) = tsint.

Integrando ambos lados da equagao:
/d(t2 )dt /t intdt
— = sin tdt.
" Y

Usando integragao por partes:

u=t dv = sintdt
du = dt v = —cost
assim,
/tsintdt = —tcost + /costdt = —tcost + sint.
Portanto,

t?y = —tcost +sint + C,C € R.

A solucao geral é dada por
cost sint C

t)=— =4
Resolvendo o PVI: )
cosm sinwt C
y(ﬂ) = — + 2 + —2 = O

T T T

1 C

4+ = =0

T 2
C 1
2 o
C=-—-m

A solugao para o PVI é dada por

cost sint 7w

f) = =t b
y(t) —t e T p
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Questao 3 (2.5 pontos):
Considere a seguinte equacao diferencial

y' —2y — 3y = e +3. (3)
(a) Classifique a EDO (3).
(b) Determine a solu¢ao da equagao homogénea associada a EDO .
(¢) Determine a solugao geral da EDO (3)).

Solucgao:

(a) E uma EDO de segunda ordem linear com coeficientes constantes e nio-homogénea.
(b) A EDO homogénea associada é
y' — 2y —3y=0.

A equacio caracterfstica é r* — 2r — 3 = 0, cujas rafzes sdo r; = —1 e r, = 3. Portanto, a
solucao da equacao homogénea associada a é

yn = Cre™™ + Coe™,
onde C; e Cy sao constantes reais.

(c) Desejamos encontrar uma solucio particular para a EDO ndo-homogénea, com g(x) = €3 43.
Considere g(z) = fi(x) + fo(z), utilizaremos o método dos coeficientes indeterminados.

A solucio particular para fi(r) = € pode ser encontrada através da fungao y,; = Aze™,
pois o termo €3* é parte da solucdo homogénea associada.

Portanto, y,, = Ae* + 3Axe™ e Yy = 6Ae> + 9Aze®”. Substituindo na EDO, obtemos

6Ae> + 9Aze® — 2 (Aegx + 3A:L‘63x> — 3Aze®® = 37,

4Ae* = e

Yp1 =

A solucao particular para fy(z) = 3 pode ser encontrada através da funcao y,, = B.
Portanto, y,, = 0 e y,, = 0. Substituindo na EDO, obtemos

0-20-3B=3.

B=-1

Yp2 = —1
A solugao particular para EDO néo-homogénea com g(x) = fi(x) + fo(2) é yp(x) = Yp1 + Ypo.
Logo,

B $63z )

Yp = 1 .
A solugao geral da EDO (3] é
xeSw
y() =yn+yp, =Cre" + Coe™ + 1 1.
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Questao 4 (2.5 pontos):
Um determinado material radioativo decai a uma taxa proporcional a quantidade de material
presente num determinado tempo. Determine a meia-vida 7T se o material perde um tergo da sua
massa em 12 dias. A meia-vida de uma substancia radioativa é o tempo que a substancia leva para
que sua massa decaia a metade da quantidade original.

Dados: Admitaln2=0,69 eln3 =1, 09.

Solucao:

Considere @) = Q(t) a quantidade de material presente no instante de tempo t. A equagao da
desintegracao radioativa é modelada pela seguinte equacao diferencial

dQ
b
dt Q?
onde k é a constante de proporcionalidade. Seja Q(0) = @y a quantidade de massa inicial,
2
sabemos que Q(12) = % e queremos determinar um instante tq, tal que Q(to) = %.
d
Separando as variaveis da equagao o= —k@), obtemos:
L dQ = —kdt
0 .
Integrando em ambos os lados
1
—dQ = / —kdt.
/3
In|Q|=—-kt+C,C eR
|Q| — e—kt-i—C
Q| = Cre ™™, Cy = ¢
Q(t) = Cgeikt, CQ = :l:Cl
Substituindo a condigao inicial Q(0) = @, obtemos
Q(0) = Cy = Qo.
Logo, Q(t) = Qoe ™. Para determinar o valor da constante k, utilizamos a segunda condicao
inicial. 5
Q(]-Q) — Q0€—12k — %

I In2—1In3 0,4 B
- 2 12 12 30
Dessa forma, Q(t) = Qge’%. Por fim, procuramos o valor de t; substituindo as informagoes

obtidas na funcao Q(t)
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N | —

to 1
R S
30 (2)
to = —30 (Inl — In2) = 20, 7.

Portanto, o tempo necesséario para que o material atinja a meia-vida é de aproximadamente 21
dias.
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