Instituto de Matemaética - IM/UFRJ
MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 — 2024.1
Gabarito da prova de segunda chamada — Unificada —12/07/2024

Orientagoes gerais:

(1) A avaliacdo tem duracao de 2 horas e deve ser realizada sem consulta.

(2) Justifique as suas respostas. Explique todas as etapas do seu argumento.

Questao 1: (2 pontos)
Resolva a seguinte equacao diferencial ordinaria:

d 3 *
dy 3y e

dx T 3

Solugao:

Trata-se de uma equagao diferencial ordinaria linear de primeira ordem,
y +plx)y =q(z)
onde p(z) = 3/x e q(x) = e”/a3. O fator integrante é
p(z) = efp(a:)dz _ ef(S/x)dac _ 3nfz| _ |x|3 ’

lembrando que no célculo do fator integrante podemos tomar, sem perda de generalidade, a
constante de integracdo como sendo igual a zero. Fazendo a restricao de que x # 0, devemos
tratar separadamente os casos z > 0 e < 0. Se z > 0, entdao u(x) = 3. Multiplicando ambos
os membros da equacgao pelo fator integrante, obtemos

x?’y/ + 3x2y =" .

Se z < 0, entdo p(x) = —23. De modo andlogo ao que fizemos no caso anterior, chegamos

a mesma expressao acima, pois um fator multiplicativo em ambos os membros nao muda a
igualdade. Vemos que, pela regra do produto, o membro a esquerda se escreve como a derivada
de 23y, o que nos leva a

(«%y) =€

Calculando a integral indefinida de ambos os membros, obtemos
m?’y:/exdm:ex—I—C.

Ou seja,
e

onde z # 0.

Questao 2: (2 pontos)

a) Ache a equagao do plano tangente a superficie 2 = x? + 3y*> — x + 3 no ponto (1,1, 6).

b) Ache uma parametrizagao da reta normal a esse plano e que passa pelo ponto (1,1, 6).
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Solucao:

Item (a).

H& duas solugoes possiveis.
Primeira solugao.

Sabemos que a equagao do plano tangente a superficie z = f(z,y) no ponto (o, yo, f(zo, %)) é
dada por
z=ar+by+c

onde a = a—f(xo,yg), b= a—f(xo,yg) e c= f(xo,y0) — axo — bys. No caso em questao,

O Ay
a=2xy—1,
b = 6y
e
c=6— 23+ z9 — 6y .
Assim, tomando zg =1eyy =1, temosa =1, b=6e c = —1. Ou seja, a equacao do plano

tangente a superficie z = 2% + 3y? — = + 3 no ponto (1,1,6) é
r+6y—z=1.
Segunda solugao: Seja f(r,y) = 2% + 3y? — x + 3. Podemos construir a fungao
9(z,y,2) = flz,y) — 2.
A superficie z = f(z,y) é a superficie de nivel g(x,y, z) = 0. Assim, o vetor
Vg(xo, Yo, 20) = (220 — 1,6y0, —1)

é perpendicular a superficie z = f(z,y) no ponto (xg, yo, 20). Concluimos, portanto, que o plano
que buscamos passa pelo ponto (1,1,6) e tem vetor normal Vg(1,1,6) = (1,6, —1).
O ponto (x,y, z) pertence a esse plano se, e somente se, os vetores (r — 1,y —1,z—6) e (1,6,—1)
sao perpendiculares. Impondo essa condi¢ao, obtemos

(x—1l,y—1,2—6)-(1,6,—-1) =0,
ou seja,

r+6y—z=1.

Item (b). A partir da equagao do plano, vemos que o vetor normal ao plano é (1,6, —1). Assim,

a reta pode ser parametrizada por

r(t) = (1,1,6) + (1,6, —1) = (1 +¢,1 +6t,6 — 1) .

Questao 3: (1 ponto)

Encontre a derivada direcional Dz f(z,y) onde f(z,y) =23 +y* —ay e d = (%, —%) Em seguida,

2
calcule Dz f(1,1).
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Solucao:

Primeiro, calculamos as derivadas parciais de f,

of o2
ax(ﬂc,y)—iﬁc y

of B
@(w,y)—% T

Como f é uma funcao polinomial, ela tem derivadas parciais continuas. Portanto, podemos
calcular a derivada direcional a partir da igualdade

onde @ deve ser um vetor unitario. Podemos verificar que « ja esta normalizado,

-\ () -
-25) -

Assim,
Dﬁf(:n,y):(BxQ—y,Qy—x)-< (3:172—{—96—3y> )

Substituindo (x,y) = (1, 1), obtemos

Sl
Sl -
Sl

S

Questao 4: (2 pontos)

Determine os maximos locais, os minimos locais e os pontos de sela de f(z,y) = 2* + y* — dzy + 3.

Solucao:

Os pontos criticos (z,y) de f satisfazem %(m,y) =0e g—;(x, y) = 0. Calculando as derivadas
parciais, essas igualdades se escrevem na forma 423 — 4y = 0 e 4y® — 42 = 0. Assim, buscamos os
pares (z,y) que satisfazem tanto y = z° e x = y>. Por meio de uma substituicdo, temos z = x°,
ou seja, r(z® — 1) = 0. Essa igualdade ¢é satisfeita se, e somente se, = 0 ou se 2® — 1 = 0.
Portanto, x = 0, x = 1 ou x = —1. Calculando os respectivos valores de y, concluimos que os

pontos criticos sao (0,0), (1,1) e (=1, —1).

Para descobrir se sao pontos de minimo local, de maximo local ou de sela, devemos fazer o teste
da segunda derivada. Para isso, primeiro calculamos
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2
C’:Lf
0xdy

O determinante da matriz Hessiana é

(x,y) =—4.

det H = AC — B? = 1442%y* — 16 .

Vamos agora analisar os trés casos separamente.

Caso 1: Se (z,y) = (0,0), entao A =0, B=0,C = —4 edet H=—16 < 0. Logo, f tem um
ponto de sela em (0, 0).

Caso 2: Se (z,y) = (1,1), entdo A =12 >0, B=12, C = —4 e det H = 128 > 0. Logo, f tem
um ponto de minimo local em (1,1).

Caso 3: Se (z,y) = (—1,—1), entdao A=12>0, B=12,C = —4 edet H = 128 > 0. Logo, f
tem um ponto de minimo local em (—1,—1).

Questao 5: (3 pontos)

Ache 0 méximo e o minimo da funcio f(z,y) = 22% + 3y* — 4y — 6 na regiao z2 + y* < 16.

Solugao:

H& duas solugoes possiveis.

Primeira solugao.

Como f é uma funcido continua e o conjunto D = { (z,y) € R?*|z? + ¢y* < 16} ¢ limitado e
fechado, f tem méaximo e minimo globais. Esses extremos podem estar no interior de D ou na
fronteira de D. Para isso, vamos separar a solu¢ao em trés partes.

Parte 1. Comecemos ivestigando o comportamento de f no interior de D. Os pontos criticos
(x,y) de f satisfazem g—i(x, y)=0e g—g(m,y) = 0. Obtemos 4r =0e 6y —4 =0, ouseja, z=0e
y = 2/3. Verificamos que (0,2/3) € D. Assim, f(0,2/3) = —8 é um candidato a extremo de f.

Parte 2. Vamos agora investigar o comportamento de f na fronteira de D. Temos 2% = 16 — 3%
Substituindo essa expressao na regra de f, podemos definir a fun¢ao g : [—4,4] — R dada por

g(y)=f<\/16—y2,y> =2(16 —y*) +3y* —dy — 6 =y° — 4y + 26 .

Impondo ¢'(y) = 0, ou seja, 2y — 4 = 0, concluimos que g tem um ponto critico em y = 2.
Como o gréfico de g é uma pardbola com concavidade para cima, g tem o minimo g(2) = 22.
Investiguemos agora os valores que g toma na fronteira do seu dominio. Temos g(—4) = 58 e
g(4) = 26. Concluimos que os valores de f na fronteira de D se encontram entre 22 e 58.

Parte 3. Logo, f tem um minimo global em (0,2/3) dado por f(0,2/3) = —8 e um maximo
global em (0, —4) dado por f(0,—4) = 58.
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Segunda solugao.

Como f é uma funcio continua e o conjunto D = { (z,y) € R?*|z? + y* < 16} ¢ limitado e
fechado, f tem méaximo e minimo globais. Esses extremos podem estar no interior de D ou na
fronteira de D. Para isso, vamos separar a solucao em trés partes.

Parte 1. Comecemos ivestigando o comportamento de f no interior de D. Os pontos criticos
(x,y) de f satisfazem g—i(x, y)=0e g—g(x,y) = 0. Obtemos 4x =0 e 6y —4 =0, ouseja, r =0 e
y = 2/3. Verificamos que (0,2/3) € D. Assim, f(0,2/3) = —8 é um candidato a extremo de f.

Parte 2. Vamos agora investigar o comportamento de f na fronteira de D. Para isso, utilizamos
o método dos multiplicadores de Lagrange. Os extremos locais da funcdo f dada por f(z,y) =
22% + 3y* — 4y — 6 sujeita a restrigao g(z,y) = * +y? — 16 = 0 ocorrem nos pontos (g, yo) que
satisfazem a igualdade

V f (20, 40) = AVg(2o, yo)

para algum valor de A. Ou seja,
4[)’20 = 2)\%0
6y0 —4 = 2)\y0

Da primeira igualdade, segue que (4 — 2X\)xg = 0. Temos, portanto, as seguintes possibidades. A
primeira possibilidade é zq = 0. Subtituindo na expressao da restri¢ao, obtemos ¢(0, ) = 0, ou
seja, yo = £4. Outra possibilidade ¢ 4 —2X\ = 0, ou seja, A = 2. Da segunda igualdade do sistema
de equagoes, obtemos 6y, — 4 = 4y, ou seja, yo = 2. Subtituindo na expressao da restricao,
obtemos g(xg,2) = 0, ou seja, g = +24/3. Assim, temos quatro candidatos a extremos de f que
satisfazem a restricdo, a saber, f(0, —4) = 58, £(0,4) = 26, f(2V/3,2) = 22 e f(—2v/3,2) = 22.
Concluimos que os valores de f na fronteira de D se encontram entre 22 e 58.

Parte 3. Logo, f tem um minimo global em (0,2/3) dado por f(0,2/3) = —8 e um maximo
global em (0, —4) dado por f(0,—4) = 58.

Comentario sobre ambas as solugoes: Note que, na parte 1, ndo era necessario investigar se
(0,2/3) é ponto de minimo local, de maximo local ou de sela, pois isso serd concluido ao final,
ao verificarmos que a func¢ao ndo toma valores menores que —8 em nenhum outro ponto de D
além do ponto (0,2/3). De todo modo, é possivel verificar que (0,2/3) é ponto de minimo local.
Para isso, calculamos A = 227’;(0,2/3) =6>0, B= %(0,2/3) =4e(C = a(fafy(()’ 2/3)=0. O
determinante da matriz Hessiana é det H = AC — B? = 24 > 0. Logo, pelo teste da segunda

derivada, concluimos que f tem um minimo local dado por f(0,2/3) = —8.
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