Instituto de Matemaética - IM/UFRJ
MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 — 2024.1
Gabarito da prova final — (8h) —05/07,/2024

Orientagoes gerais:

(1) A avaliacdo tem duracao de 2 horas e deve ser realizada sem consulta.
(2) Justifique cuidadosamente todas as suas respostas. S6 serdo aceitas respostas justificadas.

Questao 1: (2,5 pontos)

Dada a equagao

y' — Ty + 10y = —6e*

(a) (1,0 ponto) Determine a solugao geral da equacao homogénea associada

(b) (1,5 pontos) Determine a solugdo da equagdo que satisfaz as condigdes iniciais y(0) = 0 e

y'(0) =4

Solugao:

(a) Equagao Homogénea:

r?2 —7r +10 = 0 implica r = 2,5 entdo a solucdo é y, = A;e? + Aye™.

(b) Para a solugao particular temos y, = Ate*. As derivadas sdo
y, = Ae®* 4+ 2Ate* ey = 4Ae* + 4Ate*. Substituindo essas derivadas na equagao dada,
temos A = 2.
As condigoes iniciais y(0
2

)=0ey(0) =4 implicam que A; + Ay =0 e 24; + 545 +2 =4.
Assim, temos que A; = % e Ay = —3.

Questao 2: (2,5 pontos)
Considere as superficies
Si=A{(z,y,2) [ 22° +y* =2 =2} e Sy = {(w,y,2) | 2* +* + 22" = 4}
(a) (1,0 ponto) Determine a equacao do plano tangente a superficie Sy em (1,1,1).

(b) (1,5 pontos) Determine a equacdo paramétrica da reta tangente a curva C' = S; NSy de
intersecao das superficies Sy e Sy em (1,1,1).

Solucgao:

(a) O plano tangente a superficie f(x,y,z) = k no ponto (xo, yo, 20) é dado pela equagio:

fw(x(bym Zo)(x - l’o> + fy(‘r()?y()a ZO)(y - yO) + fz(x(h Yo, ZO)(’Z - ZO) =0

Temos f, =4z, f, =2y e f, = —2z. Assim, no ponto (1, 1,1) a equacao é:

dz—1)+2y—1)—2(z—1)=0
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(b) A reta tangente no ponto Py = (g, Yo, 20) € paralela ao vetor ¥ =< vy, vo, v3 > é dada pela
equacao:

(w0, Yo, 20) + 1 < v1,v2,v3 >

O ponto Py é (1,1,1) e o vetor ¥ =nj x ny onde n; = Vfi(1,1,1) e np = V fo(1,1,1).

Temos que n] =< 4,2, -2 > eny =< 2,2,4 >. Entao v =< 12,20,4 > e a equagao da reta
¢ dada por:

(1,1,1) +t < 12,20,4 >

Questao 3: (2 pontos)

2

Considere a fun¢ao f : R* — R definida por f(z,y) = & — % — 1 eoponto P = (4,9)
(a) (1,0 ponto) Dé a dire¢do unitaria do @ de maior crescimento em (4, 9)

(b) (1,0 ponto) Determine a derivada direcional Dzf(4,9) de f em (4,9) na diregdo @ encontrada
no item (a).

Solucgao:
(a) A direcao do maior crescimento é dado pelo vetor @ = g}c'.
O gradiente Vf =< f,, f, >=< %f,—%y >. Vf(4,9) =< 2,-2 >. Assim | Vf |=

22 +(—2)? = 2v/2. Entdo @ =< J5, — 5 >.

(b) A derivada direcional Dz f = Vfii =< 2, -2 >=< %, —% >= 22

Questao 4: (3 pontos)
Seja f(z,y) = 2® + xy? — 9z definida em D = {(z,y) | 2* +y> < 4
(a) (1,5 pontos) Determine e classifique os pontos criticos de f em D

(b) (1,5 pontos) Determine os valores de maximo e minimo absolutos de f em D e os pontos onde
ocorrem esses valores.

Solugao:

(a) Para determinar os pontos criticos temos que achar os pontos (z,y) onde Vf = 0. Temos,
fr=3"+y*—9=0¢ f, =22y =0.
20y =0=2 =0,y =0.
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r=0=9>-9=0=y=+£3.

y=0=322—-9=0=22=+3.

O Hessiano D = fou fyy — f2, = 120° — 4y°.

Como D(0,£3) <0 e f..(0,£3) < 0 temos que (0,+3) é ponto de sela.

Como D(v/3,0) > 0 e f..(v/3,0) > 0 temos que (v/3,0) é ponto de minimo.
Como D(—+/3,0) > 0 e f,.(v/3,0) < 0 temos que (—+/3,0) é ponto de maximo.

Para achar os pontos de maximo e minimo temos que usar o método de multiplicadores de
Lagrange. Assim, temos que resolver o sistema de equagoes:

3r+y* — 9= \(22)
2zy = 2y

x2+y2:4

Sey#0=2=\= 22+19%—9=0 que é impossivel dada a restricio 2% + y* = 4.
Sey=0=22=4=1=+2

f(2,0) = —10 é o minimo absoluto e f(—2,0) = 10 é maximo absoluto.
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