Instituto de Matematica - IM/UFRJ
MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2024.1

Gabarito Prova Final - Escola Politécnica / Escola de Quimica -05/07,/2024

Avisos: (1) Celulares desligados; (2) a prova tem duracao de duas horas; (3) todas as respostas
precisam ser justificadas.

Questao 1: (2.5 pontos)
Ache a solucao y(t) da equagao
(t*+ 1)y +2ty —5=0,

onde y(0) = 3.

Solucgao:

E possivel verificar imediatamente que
4+ 1)y + 2ty = [(£* + 1)y]'.

Contudo, podemos reduzir a aplicacao de fatores integrantes. Primeiramente, re-escrevemos em

formato padrao:
2t 5

er1Y T 211

Y+
Em seguida multiplicamos pelo fator integrante m(t):
m(t) _ eth/(tQ—l-l)dt.

Mas

2t
dt=Int*+1)+C
/ gyt =+ )+C
onde a integral indefinida é calculada usando a substituicao u = > + 1. Logo,
m(t) = t* + 1,
e, multiplicando a EDO em formato padrao por m(t), somos levados a

2+ 1)y + 2ty = [(£* + 1)y) = 5.

Segue que
(t* + 1)y(t) = 5t + D.

A condigao inicial y(0) = 3 fornece o valor de D:

(0*+1)y(0)=5-0+D = D = 3.

A solucgao é, portanto,

5t+3

t) = —|.
y(t) ?2+1

Questao 2: (2.5 pontos)
Seja C a curva parametrizada por

~(t) = (cost,sent,t), t €R.
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Determine uma parametrizacdo da reta r tangente a curva C no ponto P = (—1,0,7), r(t) =
(#(0), y(t), (1)), t € R.

Solucgao:

A reta r tem que passar pelo ponto P = (—1,0,7) e seu vetor diretor é o vetor tangente a C
neste ponto.

E preciso determinar o valor do pardmetro t, de modo que P = (—1,0,7) = 7(t,). Temos:

(—=1,0,7) = y(t.) = (cost,,sent,, t,) = t, = 7.

O vetor tangente a C em P é ~/(t.):
v (t.) = (—sent,, cost,, 1) = (0,—1,1),

pois t, = .

Concluimos que
T(t) = (_L 077T) + t(oa _17 1)7

ou seja,
x(t) = —1
y(t) = —t
2(t)=m+t

Questao 3: (2.5 pontos)
Considere a superficie S descrita pela equacao

S: 20 —3y® — 52 = 4.

Seja m o plano tangente a essa superficie no ponto (1,1, —1).

Ache o ponto Py = (¢, Yo, 20) que é a intersecao do plano m com o eixo y.

Solucgao:

A superficie S é superficie de nivel (4) da funcao

f(z,y, 2) = 20* — 3y* — 52,

Portanto V f(x,y, z) é ortogonal a S em todo ponto (z,y,z) € S. O ponto (1,1, —1) estd em S

pois:
2-(1)?=3-(1)*=5-(-1)=2-3+5=4.
Temos:
Vf(z,y,z) = (4x, —6y, —5).
Logo

(4-1,—6-1,—5) = (4, —6,—5)
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é ortogonal a S em (1,1, —1) e podemos usé-lo como vetor normal a 7.

Portanto o plano tangente a S nesse ponto tem equacao:
m: dr — 6y —bz+d=0.
Como (1,1, —1) € 7 temos

4.(1)=6-(1)=5-(=1)+d=0=d=—3.

Concluimos que
m:dr — 6y —5z—3=0.

A intersecao de m com o eixo y é encontrada tomando r =0 = z:

1
406y —5-0-3=0=y=—_.

1
P(): (07—270) -

Portanto

uestao 4: (2.5 pontos
Q p
Seja
f(z,y) = 102% + 302y + 25y* + 8y°.
(a) Ache todos os pontos criticos de f.

(b) Classifique, quando possivel, estes pontos criticos em maximo local, minimo local, ponto de
sela.

Solucgao:

(a) Os pontos criticos de f correspondem aos pontos onde V f = (0,0), uma vez que f é uma
funcao polinomial, logo de classe C*.

Calculemos o gradiente de f:

Vi, y) = (fulx,v), f,(x,y)) = (202 + 30y, 30z + 50y + 40y*).

Entao
Vf(z,y) = (0,0) <= 20z + 30y = 0 e também 30z + 50y + 40y* = 0.
Ou seja,
20r = =30y = x = —gy,
e portanto

3
30 - (—2y> + 50y = 40y* = 0.
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Expandindo, temos:

—45y + 50y + 40y* = 0 = 5y + 40y* = 0 = 5y(1 + 8y*) = 0.

Logo, ou
3
ou
3 3 1
Neste caso

Em conclusao, ha dois pontos criticos:

o< (D)

(b) Para fazer a classificagdo destes pontos criticos é preciso calcular a matriz Hessiana de f
em cada ponto critico. Num ponto (z,y) temos:

foao(@,y)  fuy(z,y) 20 30
Hessf(z,y) = =
fy(@,y)  fyy(z,y) 30 50 + 160y°
Portanto, em (0,0) temos:
20 30
Hessf(0,0) =
30 30

Logo, o determinante de Hessf(0,0) é
D = det Hess f(0,0) = 20 - 50 — 30 - 30 = 1000 — 900 = 100 > 0.

Ainda,
f22(0,0) =20 > 0.

Portanto, pelo Teste da 2% derivada,

(0,0) é ponto de minimo local |

No segundo ponto fixo, (3/4, —1/2) temos:

20 30 20 30 20 30

3 1
Hessf <4,—2> = L= —
30 50 +160- (—1) 30 50— 1% 30 30

Logo, o determinante de Hessf(3/4,—1/2) é

1>:20-30—30-30:600—9002—300<O.

3
D = H e T
det Hess / ( s 9

Donde, pelo Teste da 2% derivada,

3

1
(4, —2) ¢é ponto de sela |.
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