Instituto de Matematica - IM/UFRJ
MAC128 — Célculo Diferencial e Integral 2 — 2024.1
Gabarito da prova final — Turma n® 13892 (10h) —05/07/2024

Orientagoes gerais:

(1) A avaliagao tem duragao de 2 horas e deve ser realizada sem consulta.

(2) Justifique cuidadosamente todas as suas respostas. SO serdo aceitas respostas justificadas.

Questao 1: (2,0 pontos)

Resolva a equagao diferencial ordindria y' + 2xy = = com o valor inicial y(0) = 1.

Solucgao:
Ha duas solugoes possiveis.

Por separagao de variaveis: A equagdo é separavel, v = —2x (y — %) Assim,
d
/ id T = —2/xd:z:,
b¥=3

ln(y—;):—xz—i-C’.

Exponenciando os dois membros e definindo A = e“, obtemos

que nos leva a

1
=Ae™™ 4+ = .
Y + 9
A constante A fica determinada pelo valor inicial, 1 = Ae + %, ou seja, A = % Ou seja, a
solugao é
1+ e’
YT

Pelo método do fator integrante: Multiplicando ambos os membros da EDO pelo fator
integrante (z) = e, obtemos
ey + 2re”y = ze®

Utilizando a regra da cadeia, identificamos o membro a esquerda como sendo uma derivada,

(ezzy), = ze®
e, portanto,

2 2

e’y = / xe® dx .

Definindo u = 22, temos xdx = du/2. Assim,

2

1 e e’
$2 u
== du=—+4+C=—+C.
e’y 5 / e'du 2 + 5 +
Multiplicando o primeiro e o tultimo membros por e‘xz, obtemos
1
=Ce ™ — =
Y 2
A constante C fica determinada pelo valor inicial, 1 = Ce® + %, ou seja, C' = % Ou seja, a
solugao é
1+ e~
YT
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Questao 2: (2,0 pontos)

Encontre a solugdo geral da equagao diferencial ordinaria y” + 9y = 10 cos(2z).

Solucao:

Comecemos analisando o caso homogéneo. Temos a =1, b =0 e ¢ = 9. A equacdo caracteristica
7?2 + 9 = 0 ndo tem solucdes reais. Assim, estamos no caso 3, sendo a solucao dada por

yn = CreP sen(qt) + Cae?” cos(qt)
onde p = —b/2a = 0 e ¢ = v/4ac — b?/2a = 3. Assim, a solucao da EDO homogénea é
yn = Cysen(3t) + Cy cos(3t) .
Para encontrarmos a solugao particular, fazemos um chute na forma
yp, = C3cos(2t) ,

que, substituindo na EDO nao homogénea, nos leva a

—4C5 cos(2t) + 9C5 cos(2t) = 10 cos(2t)
portanto, Cs = 2 e y, = 2cos(2t). A solugao geral é dada por y = y, + y,, ou seja,

y = C}sen(3t) + Cy cos(3t) + 2 cos(2t) .

Questao 3: (4,0 pontos)

1.2

Seja f : R? = R dada por f(x,y) =4 22+ 12 .
1 se (z,y) = (0,0)
(a) (1,0 ponto) Mostre que f nao é continua.
(b) (1,0 ponto) Calcule V f(2,2).
(

(c) (1,0 ponto) Mostre que a equagao do plano tangente a superficie z = f(x,y) no ponto (2,2,1/2)
érx—y—4z=-2.

(d) (0,5 ponto) Parametrize a reta que é perpendicular a esse plano e que passa pelo ponto (0,0, 14).

(e) (0,5 ponto) Encontre o ponto de intersecao entre o plano e a reta obtidos nos itens (c) e (d).

Solucgao:
(a) A funcdo f é continua se, e somente se, para todo (zg,yp) € R?, temos que o limite

lim f(z,y)

(#,9)—(z0,y0)
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existe e é igual ao valor que f toma em (xg,yo), ou seja,

lim  f(z,y) = f(20, %) -

(@,y)—(x0,y0)

Para mostrar que a fungdo f nao é continua, basta encontarmos um ponto (o, yo) para o
qual a igualdade acima néo seja verdadeira. Vamos investigar o caso em que (xg, yo) = (0, 0).
A partir da regra da funcao, temos f(0,0) = 1. Portanto, f serd continua em (0,0) se

lim f(x,y)=1.

(z,y)—(0,0)
Vejamos se isso é verdade. Comecemos analisando se o limite existe. Para isso, vamos
considerar dois caminhos.

Caminho 1: Vamos nos aproximar do ponto (0,0) pela reta sobre o eixo z, ou seja, pela
reta y = 0. Assim, (x,y) = (z,0) e o limite se escreve, ao longo desse caminho, na forma

2

ilir(l)f(l‘,()) lim =liml=1.

=502 4+ (0 x-0
Caminho 2: Vamos nos aproximar do ponto (0,0) pela reta sobre o eixo y, ou seja, pela

reta z = 0. Assim, (z,y) = (0,y) e o limite se escreve, ao longo desse caminho, na forma

0

Como obtivemos valores diferentes para caminhos diferentes, o limite

lim f(z,y)

(z,9)—(z0,y0)

nao existe e, portanto, a funcdo nao é continua. (Respostas mais breves serao aceitas.)

Calculemos as derivadas parciais. Pela regra do quociente,

8f< ) 2z(x? + y?) — 223 21>
— I\ g =
oY (22 + 12)? (22 + 2)?2
Pela regra da cadeia,
of 2y 2yx?
= (z,y) = — 2 N2~ (.2 2\2
dy (22 +y?) (22 +y?)

Assim, %(1,1) =ze 8—f(1 1) = —1. Logo, Vf(2,3) = (7 —i),

A equagao do plano tangente a superficie z = f(z,y) no ponto (zo, Yo, f (o, yo)) é

z=ar+by+c

onde a = %(xo,yo) b= dy (xo,yo) e c= f(xg,yo0) — axg — byo. Assim, tomando zp =2 e
Yo = 2, temos a = i b= —7 e c= 3. Portanto,
z y 1
=242
U4
ou seja,
rT—y—4z=—

Pégina 3 de 4




MAC128 — Célculo Diferencial e Integral 2 — 2024.1
Gabarito da prova final — Turma n° 13892 (10h) -05/07/2024(continuagao)

(d) O vetor (1, —1,—4) é normal ao plano. Assim, podemos construir uma reta parametrizada
que parte do ponto (0,0, 14) e que tem (1, —1, —4) como vetor diretor. Assim,

r(t) = (0,0,14) + (1, -1, —4) = (t,—t, 14 — 4t) .
(d) Vamos impor que o ponto (¢, —t,14 — 4t) esteja no plano,
2= —t— (—t) — 4(14 — 4t) = —56 + 18t ,

ou seja, t = 54/18 = 3. Ou seja, o ponto que buscamos é r(3) = (3, —3,2).

Questao 4: (2,0 pontos)
Seja f : R? — R dada por f(z,y) = y(1+2?). Seja @ = (=3, 13).

(a) (1,0 ponto) Calcule 9£(2,3).

(b) (1,0 ponto) Represente no plano zy o ponto (2, 3); o gradiente de f no ponto (2,3); o vetor
unitario @ a partir do ponto (2,3); e a curva de nivel de f que passa pelo ponto (2, 3).

Solucgao:
(a) Calculemos as derivadas parciais: 2L (z,y) = 2zy e 9L (z,y) = 1+ 2?. Assim, 2(2,3) = 12

y
e 20(2,3) = 5. Logo, Vf(2,3) = (12,5). Como f é um polinémio, as funcoes 2L e %

continuas. Portanto, podemos escrever

of

5 12) 60 60
o

(2,3) = Vf(2,3) - 0= (12,5) <_T3’E _

__T3+T3_

(b) A curva de nivel é dada por y(1 + z%) = f(2,3) = 15, ou seja, y = 1J1r5$2. O gradiente de f
no ponto (2,3) é o vetor (12,5), o qual é perpendicular & curva de nivel no ponto (2,3). O
resultado do item (a) nos mostra que @ é um vetor sobre reta tangente a curva de nivel no
ponto (2,3). A partir dessas informagoes, podemos fazer o seguinte esbogo.

INSERIR ESBOCO
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