Instituto de Matematica - IM/UFRJ
MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2024.1

Prova P2 - Turmas da manha -26/06/2024

Avisos: (1) Celulares desligados (2) 2 horas de prova (3) Sé terao validade as solugoes justificadas
(4) Pontuagao maxima: 10 pontos

Questao 1. (0,5 pt) Verifique que o limite abairo ndo existe:

2 .2
lim r y .
(z,9)—(0,0) 22 + y?

Justifique sua resposta.

Solucao:
72
Se y = 0 entdo lim )00 — = 1.
e
Se x = 0 entao lim, ) (0,0) — =-1
29
Portanto o lim r—yv nao existe
or (a:,y)%(0,0) 1.2 _|_ y2 :

Questao 2. Sejam a superficie Sy = {(z,y, 2); 92> + 4y* — 3622 = 36} e 0 ponto Py = (2,3,1) € S.

(a) (0,5 pt) Determine e classifique Sy N 1l,,, onde Il,, e o plano xy.

Solugdo:
O plano xy quer dizer z = 0. Entao S N[],, ¢ a curva 922 + 4y? = 36 que é uma elipse
2[4 +y*/9=1.

(b) (1 pt) Determine a equagao do plano tangente a superficie Sy em Fy.

Solugao:

Observe que Sy € a superficie de nivel 36 da fungio F(z,y,z) = 922 + 4y? — 362%. Portanto, o
vetor normal a Sy em Py é N ¢ dado pelo vetor gradiente de F' em P, isto €, ﬁ =VF(R) =
(Fu(FRo), Fy(PRy), F.(F)). Como Fy(z,y,2) =18z, F, =8y e F, = —T72z, obtemos

VFE(P) =VF(2,3,1) = (36,24, —-72).
Assim, a equagdo do plano tangente a Sy no ponto Py é:

VF(2,3,1)- (r—2,y—3,2—1)=0=36(x —2) +24(y —3) = 72(z —7) =0

Portanto a equacdo do plano é:

36z + 24y — 72z 4 360 = 0.
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MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2024.1
Prova P2 - Turmas da manha -26,/06,/2024(continuagao)

(c) (1 pt) Determine a equacao paramétrica da reta normal a Sy em Py.

Solucdo:

A equacao paramétrica da reta L normal é dada por:

z(t) = 2+ 36t
L(t) =R +tVF(P) = (2,3,1) + (36,24, —=72) = L(t) : {y(t) =3+ 24t teR
z(t) =1—T2t.

(d) (1 pt) Sejam g : R® — R definida por g(x,y,2) = 92 + 44> + 362% e y(t),t € R, uma curva tal
que v(0) = Py e v/ (0) = (1,1,1). Calcule (g o) (0).

Solugdo:

Usando a regra da cadeia, para qualquer t temos que

(go)(t) = gu(,y,2).dx/dt + g,(2,y, 2).dy/dt + g.(2,y, 2).dz/dt = Vg(y(t)).7/ ().

Entao

(g07)'(0) = Vg(~(0)).4'(0) = (36,24, 72).(1,1,1) = 132.

Questao 3. Sejam f(z,y) = sin(zy) + e*y* e By = (0,7/2).

(a) (1 pt) Determine a derivada direcional D f(Py) de f em Py na direcio de U = (%2, ¥2).

Solugao:

D f(Py) = Vf(Po) W

[z = ycos(zy) + €*y? e f, = xcos(zy) + 2ye”.
Vf0,7/2) =< T + ’%w >

™ w2 - 2
Daf(P) =< T4+ T m>. < ¥2 V25 V2sn | nt)

(b) (1 pt) Determine o vetor unitdrio U maz que dd a direcio de taza de variagio mdzima de f em Py
e determine essa taxa marima.

Solucgdo:
A diregio da variacio mdzima de f em Py € dada pelo vetor %, onde V f(Py) € o gradiente
de f em F.

Temos: Vf(0,7/2) =< § + %Q,W > e |Vf] = \/7r2/4+7r2 + /16 = 7T\/5/4+7TQ/16.
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MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2024.1
Prova P2 - Turmas da manha -26,/06,/2024(continuagao)

Portanto, a direcao da variacao mdxima de f em Py € dada por

2

(m\/5/4+ 12/16). < g—k %,ﬂ' > .

(¢) (1 pt) Seja G(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)). Assuma que

e P ooes Too—s Poo—o Moo -
($(O, O>7y(07 O)) - POa au(()?()) - 57 aU (070) - 2a 8’&(0’0) - 07 81} (070) - 1

Calcule $(0,0) e %%(0,0).

Solugdo:
Usando a regra da cadeia, temos
Gu(u,v) = fe(x(u, v), y(u, v)zu(u, v) + fy(2(u,v),y(w, 0)yu(u, v).

Assim, com (u,v) = (0,0) temos:

Gu(0,0) = £2(0,7/2)2,(0,0) + £,(0,7/2)y.(0,0) = (5 + 75

Usando a regra da cadeia, temos

Gy(u,v) = folz(u,v),y(u,v))x,(u,v) + fy(x(u,v),y(u, v))y, (u,v)

Assim, com (u,v) = (0,0) temos:

)2+ (m).1

Go(0,0) = £(0,7/2)2,(0,0) + £,(0,7/2)3(0,0) = (5 + 7;

Questao 4. Seja f(x,y) = 22% + y? definida em D = {z* + y* < 1}.

(a) (1 pt) Determine e classifique os pontos criticos de f em {z* +y* < 1}.

Solucgdo:

Para achar pontos criticos precisamos resolver Vf = 0. Como f, =4x =0 ¢ f, =2y = 0,
temos que o tinico ponto critico é (0,0).

Também temos que frp =4, foy =0, fiy = 2.

Usando o teste da sequnda derivada vemos que D =8 > 0 e f,, =4 > 0. Entdo (0,0) € o
ponto de minimo local com valor minimo f(0,0) = 0.

(b) (1 pt) Determine o valor Mdximo e o valor minimo de f na fronteira 0D = {x> + y*> =1} e os
pontos onde ocorrem esses valores.
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MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2024.1
Prova P2 - Turmas da manha -26,/06,/2024(continuagao)

Solucdo:

Usando Vf = AVg e g(z,y) = 2> +y?> = 1, temos 4x = \(2x), 2y = M(2y). Isso dd os pontos
(0,£1) e (1,0).

Temos, f(£1,0) =2 e f(0,£1) = 1.

(¢) (1 pt) Determine o valor Mdzimo e o valor minimo de f em seu dominio D e os pontos onde esses
valores ocorrem.

Solugado:
Valor minimo absoluto € f(0,0) =0 e

Valor Maximo absoluto é f(£1,0) = 2.

Boa Sorte!

Pigina 4 de 4 Boa proval



