Instituto de Matematica - IM/UFRJ
MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2024.1

Gabarito primeira prova - Turmas da manha -15/05/2024

Avisos: (1) Celulares desligados (2) 2 horas de prova (3) Sé terao validade as solugoes justificadas
(4) Pontuacao maxima: 10 pontos

Questao 1. (a) (1 pt) Resolva a equagdo y' + 555 = 20, tal que y(0) = 0.

(b) (0,5 pt) Determine o lim;_, y(t) justificando seus passos.

Solugao:

a) Temos que resolver o sistema:
/ )
Y _ 9 1
Y5000 (1)

Essa é uma EDO linear de primeira ordem e podemos resolver pelo método do fator integrante.

O fator integrante é pu(t) =e 0% = ezow multiplicando (??) por pu(t) temos :

t t t t t
€2.000 y' + 2:000 = 920 e2000 < [62-000 .y]’ = 92() ¢2.000

Y
2.000
e integrando obtemos a soluc¢ao da equagao: y(t) = 40.000 + C 000,

Mas y(0) = 0= 40.000 4+ C = 0 = C = —40.000 =

y(t) = 40.000(1 — ezom ).

() limy_o0 y(£) = limy_00 40.000(1 — eza00 ) = 40.000, pois limy_,. ezo0 = 0.

Questao 2. (a) (1,5 pt) Determine a solugio geral z(t) da equagio 22" + 8z’ + 8x = 4e™*.

(b) (1,5 pt) Determine a solugio da equagdo tal que x(0) =1 e 2/(0) = 1.

Solugao:
(a) Temos que resolver a equagao

2z" + 8z + 8x = de 2.

O homogéneo associado: 2x” + 82" + 8x = 0.
Polindmio caracteristico do homogéneo: 2X% + 8\ + 8 = 0, tem raizes duplas: r; = r, = —2.
Portanto, a solucao geral do homogéneo é:

zg(t) = Cre ™ + Cote ™.

Como —2 é raiz dupla, uma solugao particular ¢ dada por z,(t) = (Ae ") ¢?. E derivando:

(a) xp(t) = (Ae™)¢?
(b) =zl = —2At%e % 4+ 2Ate™*
(¢) =z =4At?e™ —8Ate™ +2Ae 7.

hS]

2x(c) +8x (b)) +8x (a) =de ™ & d4Ae =de™ & A=1= 1,(t) = t?e .
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Gabarito primeira prova - Turmas da manha -15/05/2024(continuagao)

Assim, a solugao geral é dada por:

‘x(t) =ay(t) +a,(t) =Cre " + Cote ™ + e, ‘

(b) Observe que

2'(t) = 201+ Che ™ =20 te ™ +2te™? — 212 ™.

1
z(0) =~ Cy=1eCy=3.
2(0) = 1

Portanto a solucao tal que z(0) =1 e 2/(0) =1 &

w(t) =e 2 +3te ? + t2e

Questao 3. Considere a curva y(t) com equagio paramétrica y(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € R abaizo e
tal que v(0) = (1,—1,0)

2"(t) + 2(t) = 0
v(t) = {y(t) = —2'(t)
2'(t) =

(a) (1 pt) Encontre formulas explicitas para x(t),y(t) e z(t).

(2)

(b) (1 pt) Calcule o comprimento da curva para t € [0, 4].

(c) (1 pt) Dé uma parametrizacio da reta tangente a curva em Py = (1,—1,0).

Solugao:
(a)
1. x(t) = ¢1 cos(t) + ¢ sin(t),
2. y(t) = —2'(t) = ¢; sin(t) — ¢z cos(t),
3. z(t) =4t +b.

Avaliando em ¢t = 0 obtém-se: ¢; =1, =1, b=0=

~(t) = (sin(t) + cos(t), sin(t) — cos(t),4t).
(b) Temos que ~/(t) = (cos(t) — sin(t), cos(t) + sin(t),4) e portanto

I (1)]1? = (cos(t) — sin(t))? + (cos(t) + sin(t))® + 4° = 2 (sin(t)? + cos(t)?) + 16 = 18.
Logo,

/04 17/ (t)||dt = /04 V18 =418 = ((v) = 4V18.
(c) Observe que «'(t) = (cos(t) — sin(t), cos(t) + sin(t),4) = 7'(0) = (1, 1,4) e portanto

L(t) =~(0) +t+'(0) = (1,1,0) + ¢ (1,1,4) = (1 + ¢, 1 + t,4¢).
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Questao 4. (a) (1 pt) Encontre a equagio do plano Iy com vetor normal W= (2,3,4) que passa
por Py = (2,4, —1).

(b) (0,5 pt) Encontre o angulo entre o plano Iy encontrado em (a) e o plano I1; com equagio x+y+z =
1.

(d) (1 pt) Dé a equagio paramétrica da reta L de intersecao desses dois planos.

Solucgao:
(a) 2r+3y+4z+d =0, P € Iy = d = —12 e segue que a equagao de I1y é 2x+3y+4z—12 = 0.
(b) o= (2,3,4) e W1 = (1,1,1). Portanto, Z(Ily, II;) = £(7 o, 71). Seja 6 este dngulo. Entio

o T 9

cos(f) = =
O = ol ~ Var

= 0 = arccos(

)
e

(d) Para obter a equagao da reta, vamos determinar um de seus pontos e o vetor diretor 7
Mas L C Il N1II; = V ¢é ortogonal aos vetores normais ng e ny de Iy e II; respectivamente.
Assim,

V=7 x i) = (1,2, 1),

Agora seja A(z,y, z) um ponto qualquer de L. Podemos tomar A = (0,y, 2).
Mas A € L = A € Ilo N1l e portanto suas coordenadas devem satisfazer o sistema:

{2x+3y+4z—12=0
k

r+y—+z=1
e substituindo as coordenadas de Aem (%) obtemos: { = A=(0,-8,9).
Assim, a equagdo paramétrica da reta L é: (0,—8,9) + t(—1
T =—1
y=—8+2t teR.
z=9—t,
Boa sorte!
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