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12 Questao:

Sejam a e b nimeros reais e a funcao f : R — R definida por

r+a se z < 0;

sen
flz) = - se 0 <z <m;

b se x > m.
Determine a e b para que f seja continua. Justifique suas respostas.

Solugao: Da definigdo de f(x), temos que ela é uma fungao continua se, e somente se, for
continua nos pontos z = 0 e x = m, isto é,

lim f(z) = lim f(z)=f(0) e lim f(z)= lirn+ fz) = f(m)

z—0— rz—0t T—T T—T
Calculando os limites acima:

lim f(z)= lim (x+a)=ugq;

r—0~ r—0~

. . senx . sen T

lim f(z) = lim =,/ lim =1
r—0+ rz—0+ X r—0+ X

lim f(z) = lim ST \/ lim 222 = 0;

r—T r—T X —T xz
lim f(x)= lim b=0b.
r—7t r—7t

Portanto, f(z) é uma funcdo continua se, e somente se, a =1 e b = 0.

22 Questao:

Um peso deve ficar suspenso a 4m de uma superficie horizontal por 2B, .
meio de uma armagao de arame em forma de Y, como na figura 4 b i
ao lado (onde os pontos A, B e P sio os vértices de um tridngulo i4m
isésceles). Se os pontos de sustentacido A e B distam 2v/3m, deter- P i

mine o comprimento minimo de arame necessario para a armacgao.

Solugao: Seja v = PC. Entdo DC = 4 — z e segue do
Teorema de Pitdgoras que

AP=BP =314 1"

Como o comprimento total do arame é AP + BP + PC,
devemos considerar a funcao

Lz)=2+4+2/3+ (4 —2)2 =2+ 222 —8x+19.

Observe que para que o peso fique a 4m abaixo da superficie, é necessario que se x € (0,4),
que serd o dominio de L(z).



Calculemos os pontos criticos de L:
20 — 8

L(@)=1+—o =0 = Va2 —82+19=8 - 22.
Va2 -8z +19

Elevando ao quadrado ambos os lados da equagao acima, obtemos
22 —8x+15=0 cujas raizes sao zo = 3, r1 = 5.

Portanto, o tinico ponto critico de L é xy = 3, j4 que 1 = 5 nao estd no seu domino.
Para concluir que xy é ponto de minimo, analisemos o sinal da derivada de L:

L'(z) >0 < V122 —-8r+19 >8—2z.

Elevando ao quadrado a desigualdade acima, obtemos 22 —8x+15 < 0, o que ocorre somente
se x € (3,5). Assim, L é estritamtne crescente no intervalo (3,4) e estritamente decrescente
no complementar, isto é, em (0, 3). Portanto, zo = 3 é, de fato, ponto de minimo global.

32 Questao:

Considere a fungao f : (0,+00) — R tal que f'(x) =lnx +1e f(1) = 1.
a) Determine os intervalos onde f é crescente e onde é decrescente;
b) Determine os intervalos onde f é convexa (concavidade para cima) e onde é concava (concavidade
para baixo), explicitando seus pontos de inflexao;
c¢) Determine f(z) e esboce seu gréfico.

Solugao: e Analisemos o sinal de f/(x).
1
() >0 &< Inz>-1 < x> —;
e
1
() <0 <= lhz< -1 < z<-.
e
Portanto, f é crescente no intervalo (1/e, +00) e decrescente em (0, 1/e) e, conseqiientemente,
29 = e~ ! é ponto de minimo global.
e Analisemos a concavidade de f(z). Como f”(x) = 1/x > 0 para todo = > 0, segue que f
é funcao convexa, isto é, seu grafico tem concavidade para cima e, conseqiientemente, nao
possui pontos de inflexao.

e Determinemos f(x). Por defini¢do, f(x) é uma primitiva de f'(z) = Inz + 1. Como por
hipétese f(1) = 1, segue do Teorema Fundamental do Célculo, que

/le’(t)dtf(w)f(l)f(x)l = f(w)/le’(t)dtﬂ-

Calculemos a integral:
xr T x
/ f’(t)dt:/ [1nt+1} dt:tlnt‘ =zxlnz.
1 1 1
Portanto, f(z) = xInz + 1 e seu gréfico é:

Y

Observe que

lim f(x) =400, lim f(z)=1, lim f'(z)= —oc.

T——+00 r—07t r——+00



42 Questao:

Um reservatoério tem a forma do paraboléide de revolugao obtido

girando-se o grafico de y = 2% em torno do eixo y (com as escalas
dos eixos em metros), como na figura ao lado. Sabendo que este

reservatério estd sendo preenchido com dgua a uma taxa de 0,25

m?/min, determine:

a) o volume de dgua no instante ¢y em que seu nivel estd a 2 . T
metros de altura em relacao ao solo;

b) a velocidade no instante ¢y do item (a) com que o nivel da
agua estd subindo.

Solugao: Como o reservatorio tem a forma de um sélido de revolugao, o volume de agua
num instante arbitrario ¢t em que a altura do nivel de dgua é h(t) é

h(t) T ook 1
V(t) = dy = =12 = —h(t).
(t) /O mydy = 3y°| 2()

No instante particular ¢y em que a altura é 2 metros, temos V (¢y) = 27 m3.
Se o reservatério estd sendo preenchido a uma taxa constante de 0,25 m3/min, entdao V' (t) =
0,25 = 1/4 par todo t. Assim, no instante ¢,

i = V'(to) = wh(to)l (to) = 2mh'(t) = h'(to) = 8%

Portanto, no instante ty, o nivel da dgua estd subindo a uma taxa de 1/87 m/min.

52 Questao:

Determine a fungéo f : (0,400) — R e os possiveis valores de a > 0 tais que

* 1 1
/ @dtz—ln%c——, Vr € R.
o 1 2 2

Solugao: Primeiramente, observe que
it 1 1
mdt:—hﬂzf—, Yz >0
o t 2 2

implica, em particular para z = a,
C 1 1
0:/ Mclt=—1r12a—— = hla=1 = a=ecoua=e
o t 2 2

Seja

Entao, por hipétese,

1
de modo que F'(z) = = (2)

F(x) = -

I’z 1
2 2’

Admitindo que f seja continua, temos de (1) e do Teorema Fundamental do Célculo,

Fa) = 12 3

T

e conseqiientemente, de (2) e (3), f(x) = lnz para todo = > 0.
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