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Politécnica e Engenharia Quimica -

Questao 1: (2.0 pontos)
Calcule as seguintes integrais indefinidas:

o) |

dx
1+ e®
Inz

—dz
e

(a)

Primeira resolucao:

Considere a variavel u = 1 + e”. Note que du = e*dz = (u — 1)dz. Assim, reescrevendo a
integral em relacao a nova variavel u, obtemos

1 1
d :/7d
/1+e$$ u(u—l)u

Agora, usando o método de fragoes parciais, escrevemos:

1 A B A(u—1)+Bu

u(u—l)_z+u—1_ u(u —1)

Portanto,
(A+ Bju—A=1,

de onde obtemos A = —1e B = 1. Assim,

1 1 1
- du= — Infu— 1
/u(u—l)du /( " u_1>du nlul+Inju—1/+¢

u—1 e”
:ln‘ ‘—l—c:ln( >+c.
U 1+ e”

Sequnda resolugao:

Multiplicando o numerador e o denominador do integrando por e e reescrevendo a integral
em relagao a variavel u = e~ 41, obtemos

1 - 1
/ dx:/ © dx:—/—du:—1n|u|—|—c
I+e” e 41 u

——ln(e_w—i-l)—i-C—ln( )—l—c-ln( © )—i—c, ceR.
e 1+e”

Considerando variaveis u e v tais que u = Inz e dv = z%da:, obtemos, pelo método de
integracao por partes, que

Inz lnm lnx 1
/de 4/ Sdr=—f - 4o ceR

Questao 2: (3.0 pontos)
Deseja-se construir uma calha a partir de uma folha de zinco de 60 cm de largura, dobrando-a
conforme a ilustracao abaixo. Qual deve ser o angulo 6 da dobra, se o objetivo é maximizar o volume
de dgua que a calha poderd comportar?
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Politécnica e Engenharia Quimica - (continuagao)

"20 20 20cm folha dobrada
folha aberta e cheia de agua

Solucao:
Denotando por [ o comprimento da folha, o volume é dado por

area da secdo trapezoidal

média das bases

altura comp.
. S
Vo) = 20 cm + (20 +22 20 cos #) cm (20sin 6 om) o
= 400(1 + cosf)sind cm? 1. (1)

O angulo desejado é dado por,

¢ = arg min V' (0).
0€[0,2m/3]

O limite superior de 27 /3 ocorre quando o trapézio se degenera formando um tridngulo equildtero
(angulos maiores nao sao fisicamente possiveis). Como trata-se de uma funcdo continua definida
em um intervalo fechado e limitado, sabemos que existe um maximo absoluto que serd um ponto
critico ou um extremo do intervalo.

Pontos criticos:
V(@) =0 = —sin®f+ cosd(1 + cosf) = 0.

Como sin?f# = 1 — cos? 6,
2cos? 0 + cosf) — 1 = 2(cos @ + 1)(cos§ — 1/2) = 0.

Como cosf = —1 nao tem solucdo no intervalo de busca, cosf = 1/2 nos dd o unico ponto
critico, 6 = /3.

V) = 0 (extremo do intervalo)
V(r/3) = 300y/3cm?l (pto. critico)
V(2r/3) = 100v/3cm?l (extremo do intervalo)

O volume é maximo quando 6 = 7/3.

Observacao sobre a pontuacao: modelar a fungao V', derivar, igualar a zero e fazer as contas
para encontrar que 7/3 é o inico ponto critico do intervalo de interesse vale 2,5 dos 3,0 pontos.
Os 0,5 restantes sao para a discussao da maximalidade de V' (7/3).
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Politécnica e Engenharia Quimica - (continuagao)

Questao 3: (2.5 pontos)

Seja C' o circulo centrado em (1, 1) e de raio 1 e seja R a regiao compreendida entre C' e os eixos
coordenados, como na figura abaixo:

Determine:
(a) a area da regiao R;

(b) o volume do sélido de revolugao obtido pela rotacao de R em torno do eixo x.

Solucgao:

(a) Primeira resolugdo:

Considere o quadrado

Q={(z,y) eR*|0<2r <1, 0<y< 1}
Note que a area da regiao R ¢ dada por

Area(R) = Area(Q) — Area(Q N C).
Como

) 12
Area(Q N C) = Area(C) 7-1

T
4 4 4
temos entao

Area(R) =1 — %

Sequnda resolugdo: A equagao da curva de contorno do circulo C', isto é, da circunferéncia
de centro (1,1) e raio 1, é dada por

(z—1°+@y—-1>=1

Isolando a variavel y na equacao acima, obtemos:

=1+4/1—(x—1)2
Mas se 0 < y < 1, entao

y=1—4/1—(z—1)%

Note que R é a regiao limitada pela curva y = 1 — /1 — (z — 1)? e pelos eixos = e y.
Portanto,

Area(R) = /01(1 —/1—(z—=1)%)dx=1-— /01 V91— (z—1)dx.
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Politécnica e Engenharia Quimica - (continuagao)

Considerando uma nova variavel 0 tal que z — 1 = sen 6, reescrevemos:

Area —1—/ ) v1 —sen? @ cosHdf = 1—/ cos? 6de
/2

w/2

2

rotacdo de R em torno do eixo x serd dado por

V= / (x—1)2) dx:ﬂ/()1(1+2x—x2—2\/1—(x—l)Q)dx:

3 4 3

0

onde na segunda linha utilizamos a mesma mudanca de variaveis do item anterior.

1 0 1 sen(26)1°
—1-= 1 2 S —1-
5 /—n/z( + cos(26))d6 5 [64— ]_W/Q

(b) Sabemos que R é a regiao limitada pela curva y = 1 — /1 — (z — 1)2 e pelos eixos z e y.
Assim, pelo método das se¢bes transversais, o volume V' do sélido de revolucao gerado pela

371 0 1 5
ﬂ[erxQ—Z] —27r/ cos29d9:7r<1+1_)_27r.727_
—7/2

™

S

7].2

?7

Questao 4: (2.5 pontos)
Considere a funcao

1 2z
= 5/ Vet +2etdt.
0

(a) Calcule f'(z).

(b) Determine o comprimento de arco da curva y = f(z), = € [1, 2].

(a) Pela regra da cadeia, temos que
f'a) = G VEF I - (22 = Ve T2 e
(b) O comprimento de arco L da curva y = f(x), x € [1,2], é dado por
L= / \/72dx—/ \/mdx—/ Ve +1)%de
_/ (2 +1)dx = [e;z+x]j = (ez +2> (e’; +1> = 64562

+ 1.
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