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Questao 1. Seja ¢ uma reta passando pelo ponto (1,1) com inclinacdo negativa. Dentre todos os

triangulos retangulos ABC obtidos tomando A = (0,0) e BC' a intersec¢ao da reta ¢ com o primeiro
quadrante, encontre as dimensoes do que possui a menor hipotenusa.

Resolugao. Sejam (z,0) e (0,y) os interceptos da reta ¢ com os eixo-z e eixo-y, respectivamente.
Seja m o coeficiente angular da reta ¢. Como ¢ passa pelos pontos (z,0) e (1, 1), temos que m = ﬁ

No outro lado, como £ passa pelos pontos (z,0) e (0,y), temos que m = . Logo, temos a seguinte

relacao:
x

Y=o 1

Queremos minimizar o comprimento da hipotenusa:

2
h:\/x2+y2=1/x2+(xfl) , com z € (1,00)

Derivando h em relagao a x obtemos:

e (o () - )

Assim, os pontos criticos de h sdo x = 1 ou & = 2. Estudando o sinal de b/, vemos que h'(z) < 0
para x € (1,2) e /() > 0 para x € (2,00). Logo, pelo teste da derivada primeira, temos que
h possui um minimo absoluto em x = 2. Assim, as dimensdes do triangulo com a hipotenusa de
menor dimensao sao

r=2 y=2 e h=2V2

Questao 2.
Seja R a regido limitada entre y = z° — x e o eixo-x. Encontre a equacao da reta que passa pela
origem e que divide R em duas subregioes com areas iguais.

2

Resolucao 1.

2

A area total entre a pardbola y = x — z° e o eixo-z é dada por:
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Seja m a inclinagéo da reta. Ent@o a area entre a parabola e a reta é dada por

/Ob [(z —2?) — ma| dx
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onde b é a coordenada no eixo-z do ponto de intersecao entre a reta e a parabola. O ponto de
intersegao é obtido resolvendo a seguinte equacao:
r—a2t=ma
(1 —z)xr=mz
l1—2z=m

r=1—m

Portanto, b = 1 — m, logo:

1 1 1-m
= [ (1 —m)z? — §x3

5 0
1
= S =m) = m)? = (1 - m)?

Por hipdtese, temos



Entao, temos que
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(1 — 3 _ -
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1—m)® ==
(1—m)* =5
1
1-m=—
V2

m=1-—

Resolucdo 2. Usando que o ponto z = 1 —m é a intersecdo entre a pardbola y = x — z°

y = mx, temos que verificar o seguinte:

1-m 1-m 1
/ [(z — z?) — ma] do = / madx + / x — zida
0 0 1

—m

1 1-m 1 1 1
= |m-a? + | z2? — =28
2 0 2 3 1-m
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e a reta

Mas, usando que



temos o seguinte:
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Questao 3. Resolva as integrais indefinidas abaixo:

(a) /\/% dw

562$
(b) / @+

Solugdo do Item (a). Considere a mudanca de varidvel y = 22. Usando que dy = 2zdx temos que
23dr = *(x dz) = Jydy. Assim temos

z3 1 Y
——dxr = dy.
- 2] Vi—y
A ﬁltim% integral pode ser resolvida por integracao por partes: u = y, donde du = dy, e dv =
(4 —y) 2dy, donde v = —2/4 — y. Assim,

Y — oy /Ao o dy — — L AR
/mdy— 2u+/4 y+2/\/4 y dy = —2y\/4—y 3\/(4 y)2 + C, com C € R.

Portanto, segue-se que:

a3 2
——dz=—2*V4—22— =\ /(4 —22)3+C, com C € R.
= v VA=)



Solugdo do Item (b). Considere a mudanga de variaveis: y = €*, donde dy = e*dx. Usando que
ydy = e**dx temos o seguinte.

/ 5e2® d / 5y d

x = .
(¥ +1)(2e" + 1) W+Dey+1 "
A 1ltima integral pode ser resolvida por fracoes parciais. Escrevamos

5y Ay+ B C 2y + 1)(Ay + B) + C(y* + 1)

2+1DQ2y+1)  y2+1  2y+1 (2 +1)(2y +1)

A+ CO)y? + (A+2B)y + (B +O)
(y*+1)(2y +1) ’

donde, por igualdade de polindomios, temos que resolver o seguinte sistemas:

2A+C =0
A+2B=5
B+C=0

Assim temos A =1, B=2e C = —2. Logo,

Y 2y 1 —2
dy — d +/d +/ d
/(y2+1)(2y+1) Y /y2+1 Y 21 2y +1°7

1
= 3 In(y? + 1) + 2arctan(y) — In|2y + 1| + C, com C € R.

Portanto,

5e2® 1
=-In(e* +1) +2 ) —In[2e" + 1 R.
/ T D 1) dx 5 n(e“” + 1) + 2arctan(e”) — In|2e” 4+ 1| + C, com C €

Questao 4. Seja G a regiao ilimitada no plano xy definida por

1
G={(z,y) eERxR|0<2 < ——, y>0}.
(1+y?):

Ache o volume do sélido de revolucao obtido girando & em torno do eixo-x.

Resolugao 1 (calculando o volume por se¢ées transversais). Considere a fungao

z(y) = %, com y € (—o0,00). (1)
(1+y?)2
A funcado x(y) é par (isto é: z(y) = x(—y), para todo y), é decrescente em [0,00) e a imagem de
x em [0,00) satisfaz x(]0,00)) = (0,1]. Assim, a restricao z(y), com y > 0, admite uma funcao
inversa y = y(z) > 0, com z € (0, 1].
O volume do sélido gerado pela rotagao da curva z = z(y) em torno do eixo = é dado (usando o
método das segoes transversais) pela seguinte integral:

1
V:/ my?de.
0



A fungdo (y(z))? é facilmente calculada isolando y na equacio (1) e é dada por:

(y(@)? =25 - 1.

Logo, o volume V é dado pela seguinte integral impropria:

1 2 2
V= 7T/ (73 —1)dz = lim (73 — 1)dux.
0 e—0+ €

Calculando-se esta integral temos:

1
= 2.
€

V = lim 71(33:% — )
e—0+

Resolugao 2 (calculando o volume pelo método das cascas cilindricas). Como a curva dada pela
equacao

1
r(y) = ————, com y >0,

(1+92)>
é um grafico sobre o semieixo y > 0, pelo método das cascas cilindricas, temos que o volume do
sélido gerado pela rotagao da regiao R em torno do eixo z é dado por:

00 o0 A
V= / 2y x(y)dy = 277/ %dy =27 lim %dy.
0 0o (1+1y?)? Azoo Jo (1 +92)2

Usando a mudanca de varidvel: u = 1+ 32, temos que

/A y 1 /1+A2 3
———dy = - U
0o (1+y2)2 2N

Njw

Portanto,
A y 1
V =27 lim ——dy=27lim (11— —— ) =2«
Ao Jo (1+y2)% y A—>oo< ~/1+A2>



