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GABARITO

12 Questao. (2.5 pontos).

Encontre as dimensoes do retangulo de area maxima que pode ser inscrito na regiao
limitada pela pardbola y? = 9z e pela reta x = 6, sendo que um dos lados do retangulo
estd sobre a reta dada.

e Solucao.

Na figura ao lado, a area do retangulo
em vermelho é dado por | 2=

(z,9)

A = 2by,
onde

b=6—=x e y? = 9z.

Para y > 0, temos que y = 3y/x. Por-
tanto

Alz) = 26— 2)(3v)
= 6(6z"/% —2%/?).

Assim, A(x) é continua para todo x no
intervalo (0,6). Derivando

Al(z) =6 (3.%'1/2 - ;x1/2> .
Note que A’(x) existe para todo z € (0,6). Vejamos os pontos criticos

Al)=0 = 32712 - gxl/Q =0

3
— 2771/2 |:3 — §x:| =0 — r=2 é pOIltO critico.

6(3—3/2
Estudando o sinal de A’(x) = %, vemos que
x

(i) A'(z) > 0 para z € (0,2).
(ii) A’'(z) < 0 para x € (2,6).

Logo, pelo Teste da Derivada Primeira, A(x) tem maximo absoluto em z = 2. Assim, as
dimensoes do retangulo devem ser

BASE : b=6-—1=4.
ALTURA : h=2y=06V2.




22 Questao. (2.5 pontos).

Calcule as seguintes integrais
(a) /xerSen(xz)dx.

o 1
(b) /g u(In®(u) —|—ln(u))du.

SeC2
(© (y)

V1—tg?(y)

e Solugao. (a) Seja I = fxerSen(xz)dx. Fazendo a substitui¢io z = 22 temos

dy.

I= / sen(z)e*dz . (1)

—_—
I

(NN

Para resolver a integral I, destacada acima, usamos a técnica de integragao por partes:

u dv u v v du
—SN A AN
L :/sen(z) e“dz = sen(z) €* —/ e® cos(z)dz. (2)
—_—
Ip)

Aplicamos a técnica novamente para resolvermos Io:

I, = cos(z)e* — /ez(—sen(z))dz
= €®cos(z) — L. (3)
De (2) e (3), temos
L = %ez (sen(z) — cos(z)) . (4)
Portanto, de (1) e (4), concluimos que

I= iez (sen(z) —cos(z)) +C = iemQ (sen(xZ) - cos(xQ)) +C,

onde C' é uma constante.

(b) Primeiramente avaliemos a integral indefinida

1
= / (I () + i) ™

Fazendo a substituigao x = In(u) temos

dz
- |y @

Sejam Aq, As e A3 constantes tais que

1 Ay Asx + Az

= o= 7Y 6

z(z? +1) P 2+ 1 (6)
. Al(.%'Q + 1) + (L‘(AQ.%' + Ag)
B z(x? +1) '



Dessa forma, temos
1= A(2? +1) + 2(Asz + A3) v,z €R.

Atribuindo valores arbitrdrios para a varidvel z, na equagao acima, (por exemplo: z = 0,
x=1ex = —1), concluimos que A} =1, Ay = —1 e A3 = 0. Logo, de (5) e (6), resulta-se

que
1
I:/—dx—/ Zx dx
x xc+1
——

Para resolvermos I facamos a substituicio z = 2 + 1. Entdo

1 dz 1 1
9 = /z 5 2ln]z\ +C 2ln\x +1[+C,

onde C é uma constante. Assim, temos

1
I = In|z|— §ln\x2 +1/+C

1 In(u)
= In|ln(w)| — =n|ln*(v) +1|+C = In +C.
infw] = ginlin*(w) + 1 e

Logo

o0 1 b In(b 1

/ du = lim I(u)| = lim [In nb) +(=ln(2)) .

e u(ln3(u) +In(u)) b—oo . b—oo n2(b) +1 2

Por outro lado, note que
In(b In(b
lim In Z( )|~ | tim n®) = In(1) = 0.
b—o0 In?(b) +1 b—o0 in(b)] /1 + an
Portanto,
& 1 1
du = =In(2).
/e u(ln3(u) + In(u)) ) n(2)

. sec?(y) S 2

(c) Seja I = Wdy. Fazendo a substituigao x = tg(y), temos dx = sec?(y)dy.
— gy
dx
Assim [ = / ———. Para resolver esta integral podemos usar a férmula conhecida ou
12 gral p

a substitui¢do x = sen(f), para obter dz = cos(6)df e cos(8) = V1 — 22, e estabelecer que
I = /d@ = 0+ C = arcsen(z) + C = arcsen(tg(y)) + C.

onde C' é uma constante.

3a

Questao. (2.5 pontos).

Calcule a drea da regido limitada pelas curvas y = V22 + 1 e y = |2z|. Faga um esbogo

da regiao.

Solucgao.

Para esbocar o grafico, note que y = v/22 4 1 é a parte superior da hiperbole y? — 22 = 1.
T

Va2 +1

> 0 para todo =z € IR. Assim a fungédo é concava

Ou também podemos calcular y'(x) = para obter que x = 0 é um ponto critico;

além disso temos que ¥’ (z) = —————=
que y" (z) 1)
para cima com y”(0) =1 > 0, isto é 2 = 0 é um ponto de minimo absoluto.

Esboco do gréafico da regiao



y =2z
y=va2+1
1
\R®/
T =N L
73 v
Pontos de intersecao das curvas
1

V2 +1= 22| < 2*+1=42? — z=+——.

=

Assim, pela simetria da regiao R, a area dela é dada pela integral

1/V3 1/V3
AR) = 2/ (\/x2+1—2x)dx:2</ \/:C2—|—1dx>—2x2
0 0

=1//3
=0

1/V3
= 2( \/x2+1dx> —%. (7)
0

Portanto, para calcular a drea A(R), resta calcular a integral em (7). Para isto podemos,
usando a substituicao

r=tg(l) = Va2+1=sec(d) , dr=sec*(0)dd.

Logo /\/ 2?2 + ldx = /sec3(¢9)d«9. Calculando
/8603(9)d9 = /(1 + tg*(6)) sec(h)db
= /sec(@)d9+/tg2(9) sec(0)d6

= In|tg(d) + sec(f)| + /tg2(0) sec(0)do, (8)
onde, usando integracao por partes, teremos

/tgz(ﬁ) sec(0)do = /tg(@)d(sec(@)) = tg(0)sec() —/secB(H)dH.

Logo, substituindo em (8) e voltando a varidvel de integragao x, teremos que

/\/x2+1dx:/sec3(«9)d«9:% [ln( x2+1+x)—|—x\/x2+1] +C.

Assim, substituindo em (7), teremos que

z=1//3
A(R):[ln( x2+1+x)+x\/x2+1] VR

2 1
=0 3

= 3 In(3).



OBSERVACAO. E possivel tambem usar a substituicdo x = sinh(t) = — para
mostrar que
el +et\?
/\/x2+1dx: /coshQ(t)dt = / <T> dt.

Logo, deduzindo que t = In(z + Va2 + 1), podemos chegar ao mesmo resultado.

4a

Questao. (2.5 pontos).

Seja a curva f(x) = M cos(z) definida sobre o intervalo [-7, §], onde M é uma constante
nao nula. Calcule o(s) valor(es) de M de tal forma que o volume gerado pela rotacao da
regiao limitada pela curva f(z), as retas © = —%, T = % e y = 0, em torno do eixo-x,

0
tenha um volume igual a 1

Solucgao.
O volume do sélido formado pela rotacao em torno do eixo x da regido limitada pelas

curvas M cos(z), x = =75, x = T e y = 0 é exatamente:

+z -
7'('/ (M cos(z))?dx = Ve 9)

k]

Para descobrir qual(is) valor(es) para a constante M, precisamos resolver a integral acima.
Assim,

/+Z (M cos(z))?dx = M? /+1 cos?(z)dx

™

e

4
Usando a seguinte identidade na integral acima,

1 2
cos?(x) = 14 cos(2z) x),
2
teremos
+i ti1 2
M2/ ! cosQ(:c)d:c:MQ/ ! —i_c%(x)dx
- —I

13

M2 +7 +3
=5 [/ " dx +/ ! cos(2x)dx]
_% —

o
4

Resolvendo as integrais definidas acima, temos que

M| [ i M2 [2 M2(r + 2
7[/ 41dw+/ 4cos(2x)dx] = 7[%4_1} — (7;"" )

E _
4 4

Chegamos ao resultado da integral,

+7 M2 2)
/ * (M cos(x))2dz = %
%

Substituindo na equacao (9), resulta em

M*(n+2) =«
T— =

4 4
Faltando apenas descobrir qual(is) valor(es) para a constante M tal que a equacao acima
¢é verdadeira. Entao,

1

M*(m+2)=1 istoé M=+ :
T4 2




