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12 Questao: (2.0 pts)
Para cada z > 0, seja R o retangulo com vértices nos pontos A = (0,0), B = (x,0), C = (a:,e_‘”Q) e

D = (0,e~*"). Determine o valor de z para que a area de R seja méaxima. Justifique.
Y

Solugdo: Seja A(x) a drea do retdngulo ABCD. Entdo A(x) = ze~®". Calculando os
pontos criticos de A(x):

Alz) = e " — 2% = e_”Q(l —22%).

Portanto, A’(z) =0 <= 1—-222 =0 <= |z| = V/2/2. Como A é derivavel no dominio
(0, 4+00), o tinico ponto critico é zo = v/2/2.
Para concluir que zy é ponto de méximo, analisemos o crescimento de A. Entao,

Ax) >0 <= z<V2/2 e Ax)<0 — z>V2/2

portanto, A é estritamente crescente no intervalo (0,+/2/2) e estritamente decrescente no
intervalo (v/2/2, +00) e, conseqiientemente, o = v/2/2 é ponto de maximo global.

22 Questao: (2.0 pts)

Calcule as integrais abaixo:

arctan x V1— 22

Solugao: Podemos resolver a integral em (1) de trés maneiras: por substitui¢io, por partes
ou por substitui¢gao trigonométrica:
a) Por substitui¢do: u = arctanz = du = dx/(1 + 22). Entao,

/arctanac dr — /udu: u_2 L= (arctan z)? ‘e
14 22 2 2

b) Por partes: u = arctanz e dv = dz/(1 + x2). Entdo du = dz/(1 + 22) e v = arctanz.

Portanto,
arctanx arctanz
T T dr = (arctanz)? — | Y/ de + C.
/ Ty ( ) / T2 ot

Assim,

9 arctanx do — (arctanx)2 1O = arctanx dr — (arctan x)? Lc
1422 1+ 22 2

c) Por subs. trigonométrica: = = tan = dx = sec®§ df e arctanx = §. Portanto,

2 2
/arctanxdx:/edez 9_+C: (arctan z) ‘e
14 22 2 2



A integral em (2) pode ser resolvida por substitui¢ao trigonométrica: xz = senf = dax =
cosfdf. Assim,

V1— 22 29
/%d:ﬂ = / cos df = /cotg29cossec29d0.
x

sent
Como a derivada de cotgf é — cossecf, a substituicao u = cotgf nos da:

3 3 1 3
+C:_cotg 9+C:__ (cos@) Lo

2 2 _ _ 2 — u
/cotg 0 cossec” 6 df = /u du 3 3 3 \ sen6

Portanto, voltando a variavel z:

[ () e

32 Questao: (2.0 pts)

Calcule a drea da regiao sombreada na figura abaixo.

Y

A

In2

Solugao: As duas curvas se interseptam nos pontos (1,0) e (a,In2). Para determinar a,
vemos pela equagao da reta que In2 = (In2/3)(a — 1), isto é, a = 4.
Logo a area é

Mlnz  In2 ‘g 412
A:/ [__xl}dx/ —d:c—/ b2 1) de.
1 LV 3( ) 1 VT 1 3( :

A primeira integral do lado direito da igualdade acima pode ser calculada por partes: © = Inx
e dv = dx/\/x. Entéo, du = 1/x e v = 2y/x. Assim,

dxr
2 -
NZY
4 4
- 2\/51”’1 —4\/5‘1
— 4In4 —4.

4
Inz 4
DL g = 2071 ‘f
/1 NG x \/En:cl

A segunda integral pode ser calculada facilemente por substituicao simples: v =z — 1 =

4 3
In2 In2 3In2
—(z—1)de = — du = .
/1 g (0o Ddr=gm L wdu=y

du = dx. Assim,




Portanto, a area é:
13In2

2

A=4(n4—1)—3n2/2 = —4.

42 Questao: (2.5 pts)

Calcule o volume do sélido de revolugao obtido girando-se em torno do eixo x a regiao

1
R =« (z, z>1 e 0<y< —— .
{( v v sz—ﬂ}

Solucgao: O sélido é obtido pela rotagao em torno do eixo x da regiao ilimitada R. Logo,

00 ) 0o T R -
/1 mf(x) dx /1 x2(1 4 22?) v Rirfoo/l z2(1 4 22?) .

Calculemos a integral pelo método das fragoes parciais:

1 _Az+B Cx+D

r2(1+22) 22 1422

Efetuando a soma acima, obtemos
1 _ (A+0)2? + (B+ D)a? +A:c+B
22(1+22) x2(1 4 22)
Identificando os coeficientes nos numeradores, obtemos B =1, A =0, C =0e D = —1.
Portanto,
1 1 1

22(1+22) 22 1+a?

e a integral se escreve como

R R 2
m 1 T T
/ ——— 5y dv = -7 | — tarctanz =7 — =+ — —marctan R.
1 22(1+22) x 1 R 4
Passando ao limite, concluimos:
R 2
7r T
V=1 ——dr=m— —.

e B )

52 Questao: (1.5 pts)
Determine uma fungao f : [1,400) — R tal que, para cada > 1, a parte do grafico entre os pontos
A=(1,f(1)) e B=(x, f(x)) tenha comprimento /(z) dado por

14+ —
/ +4udu

Esta funcao f é tnica? Justifique sua resposta.

Solugao: Sabemos que se y = f(z) tem derivada continua, o comprimento da curva definida
pelo seu grafico entre os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) é dado por:

b
/ V14 f(u)?du.
Portanto, para todo x > 1 temos

T T 1
/1\/1+f(u)2du:/1 1/1+Edu.

Derivando a identidade acima em relagao a x, segue do Teorema Fundamental do Célculo:

/ 1
V1t ff(2)2 =41+ — 1.
+ f'(x) +4Z, Vo >

Logo, f/(xz) = 1/2+/z para todo = > 1 e, conseqiientemente, f(x) = /z 4+ C. Como C pode
ser qualquer ntimero real, existe uma infinidade de fungoes satisfazendo a condigao dada.



