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12 Questao: Calcule:

VA= z-1 ) 5 1 sen x

(1) f/(2), se f(z) = /1 +In(Vz+1), 2> 0.

Solucao:
(la) Para eliminar a indeterminac@o, multiplicamos e dividimos numerador e

denominador pelos respectivos “conjugados”. Entao:

. Vi—x -1 . V12 —2x+ 3 3
m —— = lim —— —
z=3 /12— -3 =3 J4—x+1

(1b) Analogamente,

1534
lim (v/z2+4 1534 — z) = lim =0
w—>°<>( ) =00 \/x2 + 1534 + x

(1c) Consideremos as fungoes

sen T

f(x)zln( ) e g(x)=uw.

T

Como a funcao y = In(z) é continua, temos

lim "% =1 = limln (Senx> =1In (lim senx) =In(1) = 0.
z—=0 X z—0 x z—=0 T

Logo, podemos aplicar a Regra de L’Hopital:

lim M = lim ')

w50 gla) a0 g'a)

Calculando as derivas de f e g, temos:

r XTCOST —Ssenx

fi@) = e g'(x)=1

sen x 2




Entao, aplicando a Regra de L’Hopital, obtemos, se os limites existirem,

1 sen x ) x ) X COST — senx
lim — In = lim lim .
z—=0 I X z—=0 \senx/ z—0 2
Observe que o segundo limite no lado direito da expressao acima fornece a in-

determinagao 0/0. Assim, aplicando novamente a Regra de L’Hopital neste limite,
obtemos

lim l1n(sem) ~ lim ( v ) lim (M> —1x0=0,
z—0 x z—0 \senx/ =z—0 2x

(1d) Pela regra da cadeia, temos:

, (1+In(yz+1) 1/2/z
F@) = -
2/1+I(va+1)  2(Va+1)/1+In(yz+1)
1

(VT +1),/1+In(vz +1)

22 Questao: Considere a funcao

T

wS/mz—l,

cujas derivadas primeira e segunda sao, respectivamente,

fz) =

fla)e —2 23 o prpy = 220Z7)
3¢/ (x2 —1)4 9¢/ (22 —1)7

Determinar quando aplicavel:

a) o dominio maximo de f;
b) as assintotas verticais e horizontais de f;
c) as regioes de crescimento e decrescimento de f;
d) os pontos de maximo e de minimo local e global de f;
e) as regioes de concavidade para cima, para baixo e os pontos de inflexao de f;
f) esbogar o gréfico de f.
Solucao:
(a) O dominio maximo de f é o subconjuntos de R para os quais f(x) € R. Como

a expressao que define a funcao estd bem definida para todos os nimeros reais
diferentes de —1 e 1, temos:

D(f) =R\ {-1,1}.



(b) Analisemos as assintotas verticiais:

) 1
i 1) = g = o

. —1
Jim $(0) = 52 = o

l' = — = —
A ) == = oo

) —1
A I =gp =

Logo a funcao tem duas assintotas verticais; as retas verticais que passam pelos

pontos x = —1lezxz =1.
Analisemos as assitotas horizontais:

xT

xT

3/,.2 B 1 /3 / 1

Assim,
lim f(x)= oo +00,

r——+00 1

Logo, a funcao nao possui assintotas horizontais.

lim f(x)=

r——00

(¢) Como o denominador ¢/(x? —1)* > 0, para todo z € R, o sinal de f’(x) é

dado pelo sinal do numerador. Logo,

flz)>0 <= 22-3>0 <= z>+V3 ou z<—V3.

Logo, a funcgdo cresce nos intervalos (—oo, —v/3] e [v/3, +-00).

Por outro lado,

fl(x) <0 <= 22-3<0 e z¢{-1,1}
(—=1,1) U (1,V3].
Logo, a fungdo decresce nos intervalos [—v/3, —1), (—1,1) e (1,/3].

(d) Como f(z) tende a 00 em = = 1 (idem = = —1), a fungao nao possui pontos

— zec[-V3,-1)U

de maximo e minimo globais. Por outro lado, possui méaximo e minimo locais nos

pontos onde muda o comportamento de crescimento. Assim, z = v/3 é ponto de

minimo local e x = —+/3 é ponto de méaximo local.

(e) Para facilitar os estudo do sinal de f”(x), vamos analisar o sinal do numerador

e denominador, usando a tabela de sinais abaixo.

(=o0,=3) | =3 | (=3-1) | =1 | (=100 | O | (o1 | 1 | 1,3 | 3 | (3,0)
2 — —6 — -2 | - 0| + [2 | + |6 +
9 — 22 - 0 + 8 + 9 + 8 + 10| -
z? -1 + 8 + 0 — -1 - |1 | + | 8] +
1" () + 0 - 00 + 0 — oo | + |0 -




Veé-se que a funcao é:
e convexa (concavidade para cima) nos intervalos (—oo, —3), (—1,0) e (1, 3);
e concava (concavidade para baixo) nos intervalos (—3,—1), (0,1) e (3, +00).
e os pontos de inflexdao sao: = -3,z =0e x = 3.
(f) Esbogo do grafico:

+'%

32 Questao: Uma cisterna tem 10m de largura, 20 m de comprimentro, 1 m de pro-fun-
didade nas extremidades e 3 m no meio, de modo que o fundo seja formado por dois planos
inclinados (veja figura). Despeja-se dgua na cisterna a uma taxa de 0,3m?/min. Seja h a
altura do nivel da dgua em relagdo a parte mais profunda. Com que velocidade (em metros
por minuto) h estara subindo no instante em que h = 1 m?

20m

w
B
-

Solucao:
Quando o nivel da agua esta a uma latura h do ponto mais profundo, a sua
superficie forma um retangulo de largura 10m e comprimento x metros. Por
semelhanca de triangulos, temos
x 20

— 1 = 10hA.
h20=>x 0h

Entao, o volume de dgua é:

~ 10zh _ 100h?

v 2 2

= 50h2.



Sabemos que a dgua entra na cisterna a uma taxa constante

av

% = 0,3m3/min.

Logo, em todo instante ¢, temos

3 av dh

No instante particular em que h = 1, obtemos

dh
i 0,003 m/min.

12 Questao: Seja f uma fun¢ao continua em R tal que f(0) = 1 e f(2) = —1, e seja
g(z) = 2% + 3z + 2. A fungao composta h(z) = f(g(x)) possui duas raizes negativas
distintas. Determine intervalos abertos disjuntos contendo cada uma dessas raizes.
Solucgao:

Observe inicialmente que

Assim,

Como a composta de funcoes coninuas é uma fungao continua, segue do Teorema
do Valor Intermedidrio, que existe zg € (—1,0) tal que h(zg) = 0.
Observe agora que

Logo, existe x1 € (—3,—2) tal que h(z1) = 0.
Assim, os intervalos (—3, —2) e (—1,0) sao disjuntos e contém respectivamente as

raizes x1 e xg.



