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GABARITO

12 Questao. (2.5 pontos). Responder

1. Calcule os seguintes limites

2. Considere as fungoes h(z) = (z — 1)% e g(z)

e Solucao.

1.

(@) lim (L ! ) ) tm@ - 7).

r—1+ \1—2x B ln(x) z—1

—(z — 1)%2. Seja f(r) uma funcio

€T =
definida para toda a reta e que satisfaz g(z) < f(z) < h(x) para todo z real.

(a)
(b)

(a)

Prove que f(z) é continua em x = 1.

Dé um exemplo de uma tal funcao f(x) que nao seja diferencidvel em x = —2.

Para resolver isto podemos fazer

Jin (15 ) = e (RS

Assim, obtemos a indeterminagao 0/0. Logo, pela regra de L’Hospital, temos

m z(ln(z)+1) -1 — lim (2 + In(z))z
: ( (- 2)In() ) : ((1—x>—xln<x>

> = —00 (nao existe).

z—1t x—1t

Temos a indeterminacao 1°°. Neste caso podemos fazer

X T In(2 — )
(Q—x)tg(7) _ Jn [(Q—x)tg( 2 )] _ e[cotg(”—f)]

Logo, como a fungéo exponencial é continua, entao

e

T
o> cotg(%F)

lim
t
lim (2 — z) B 2 ) = ¢!

r—1

(1)

onde aparece a indeterminacao 0/0. Logo, usando L’Héspital podemos concluir

que
—1 T
2
(2 —z) , 2—2) | Zsen’(5) 2
lim | ———=| = lim |— —| = lim | ———=—| = —.
z—1 | cotg(%F) a—1 a—1 | m(2—1x) T

__ 2(—
5 cossec ( 5 )

Portanto, substituindo em (1), temos

ta ()
lim (2 — z) 897 _ cem),

r—1



2. (a) A funcao f(x) estd definida em todo IR, logo estd bem definida em x = 1. Além
disso, temos por hipétese

~(z—-1 < f2) < (@17

Logo, pelo Teorema do Confronto, lim1 f(x) = 0. Mais ainda, para © = 1 a
T—

desigualdade anterior implica que f(1) = 0. Portanto,

lim1 f(x) = f(1), isto é, f(x) é continua em x = 1.
T—

(b) Existem vérios exemplos, entre eles podemos escolher

0 , z>-2 0 , T > —2
fla) = { ou  f(z) = {

1, z< -2 —r—2 , x< -2

22 Questao. (2.5 pontos). Responder

1. Seja P = (x9,2) um ponto da curva xy® + y + 222 = 26 localizado no primeiro
quadrante. Determine o ponto P e a equagao da reta normal ao grafico de f naquele
ponto.

Nota: Define-se reta normal ao grifico de uma fun¢ao y = f(x) num ponto P, como
aquela reta que € perpendicular a reta tangente & curva y = f(x) naquele ponto.

2z
2. D funca =2 1 '
ada a funcao f(x) = 2arctg(z) + arcsen (1 i x2>
(a) Encontre f'(z).

(b) Mostre que f(x) é constante para todo z > 1 e determine o valor desta constante.
e Solucao.

1. Sabemos que o ponto P = (xg,2) pertence a curva. Logo, substituindo temos que
8xrg + 2 + 2x3 = 26, com raizes xg = 2 e xyg = —6. Mas, por hipdtese P estd no
primeiro quadrante, logo P = (2,2). Além disso, derivando implicitamente, temos

, 4z + o3
3 2,/ / , /
3x 4xr =0 isto é = ——.
Y’ +3zy7y +y' + Y 30g? 1
, 16 - o R
Logo, em P devemos ter y'(2) = 35 Entao a inclinacao da reta tangente a curva
16 25
em P ém = ——. Assim, a inclinacao da reta normal serd m; = 6’ pois devemos
ter m.m; = —1. Finalmente, a equagao da reta normal a curva que passa por P sera

25
dada pela equacao y = 1—6(x —2)+2.

2. (a) Primeiro note que
y = arctg(x) <  tg(y) ==.

Derivando a segunda expressio em relacio a z e sabendo que 1+tg?(y) = sec?(y),

teremos 1
eyl =1 & (arcte(s)) = 1oy ®
Analogamente
y = arcsen(z) < sen(y) =z,
logo, usando sen?(y) + cos?(y) = 1, teremos
/ / 1
cos(y)y =1 <« (arcsen(r)) = ———. (3)
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Finalmente, usando a regra da cadeia e as equagoes (2)-(3) teremos

2 1 20\’
(z) 1+ 22 \/1_( 9 )2 1+ a2

1+ 22
_ 2 N 1+ 22 2(1 + 22) — 2z(22)
— 1—|—CC2 (1—1‘2)2 (1+IE2)2
2 2(1 — 2?)
1422 |1 - 22|14 2?2)’
isto é
2 2(1 — z?

1+22 |1 —22|(1+ 2?)

(b) Para mostrar que f(x) é constante, basta ver que f’(x) = 0 para todo = > 1.
De fato, como = > 1, temos que |1 — 22| = —(1 — 2?). Logo, substituindo na
férmula de f'(x) dada em (4), teremos que

2 2(1 — 22)

@ = o a—oare

Assim, f(z) = ¢ para todo = > 1, onde ¢ é uma constante. Para determinar o
valor de ¢, note que a fungao f(x) estd bem definida e é continua para = > 1,
em particular para = = v/3

f(V/3) = 2arctg(v/3) + arcsen (?) -9 (g) + (g) -

Logo f(z) = m para todo = > 1.

4
3% Questao. (5.0 pontos). Dada a funcdo f(z) = — — —. Determine, justificando:
r T

1. O dominio de f e as assintotas horizontais e verticais, caso existam.

2. Os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente e os pontos de maximos e de
minimos relativos, caso existam.

3. Os intervalos onde o gréfico de f é concavo para cima e onde é concavo para baixo
e os pontos de inflexao, caso existam.

4. O esbogo do grafico de f e os extremos absolutos, caso existam.
e Solucao.
1. A fungao estd bem definida em todo IR exceto para z = 0, logo
Dom(f) =R — {0}.

Além disso, note que (usando L’Hospital)

4 4 —
im (2-A) 2 dim o a(22L) 2 o (2) 20
r—+oo \ x2 r—Fo0 x2 r—+oo \

Logo, a reta y = 0 é uma assintotal horizontal ao gréfico de f(x). Também temos

. 4 4 . z—1
Iim ([ ———= ) = lim 4 = —00.
z—0t \ T 2 x—0% 2

Logo, a reta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f(z).

que




9 _
2. Derivando temos que f'(x) =4 (—3x>, logo o ponto critico de f é x = 2. Lembre
x

que em z = 0 a func¢do nao estd definida. Estudando o sinal de f’(x) deduzimos que:
— f'(x) > 0 em (0,2), logo f é crescente no intervalo (0,2).
— f'(xz) < 0em (—00,0) e em (2,+00), logo f é decrescente nos intervalos (—oo,0)
e (2,+00).
— Logo, pelo teste da derivada primeira, podemos concluir que f possui um maximo
local em =z = 2.
— Maéximo local : f(2) = 1.
z—3
24

3. Para estudar a concavidade, note que f”(z) = 8 ( > Estudando o sinal de

1" (x) deduzimos que:
— f"(z) > 0 em (3,+00), logo f é concava para cima no intervalo (3, 4+00).
— f"(x) < 0 em (—00,0) e em (0,3), logo f é concava para baixo nos intervalos
(—00,0) e (0,3).
— f possui um ponto de inflexdao em = = 3. O ponto de inlfexao é: (3, %).

4. Esboco do gréfico.

Finalmente, podemos concluir do grafico que o ponto (2,1) é um ponto de méaximo
absoluto.

42 Questao. (2.0 pontos). Dentro de um tanque na forma de um cone invertido esta
entrando dgua A razao de 8m3/min. O cone tem 6m de altura e 3m de didmentro no
topo. Suponha que haja um vazamento na base e que o nivel de dgua estd subindo a uma
razao de lem/min. A que taxa estard escoando o vazamento quando o nivel da dgua for
de 4,8m?

e Solucao.

3m

6m




Sejam h = h(t) o nivel da dgua no tanque e r = r(t) o raio da circunferéncia formada
pela superficie da 4gua no tanque (como no grafico acima). Logo, teremos que o volume
de dgua no tanque V = V (t) serd dado pela férmula

1
Vzgw%u (5)

Além disso, por semelhanca de tridngulos, temos

L5 h
= r = —.
4

Substituindo em (5):
7r 7r
= —h° "= —hN.
%4 R = %4 16 (6)

Além disso, a variagao da dgua no tanque, V', depende da vazao da dgua que estd entrando
e da vazao que estd saindo, isto é,

V/:V/_V/

onde V! = V/(t) é vazao de entrada de dgua no tanque e V = V/(t) é vazao de saida de
agua no tanque. Substituindo em (6) teremos

V-V =R = V=V - TR
e S 16 S e 16 *

1
Assim, no instante em que h = 4, 8m, por hipdtese temos que b’ = lem/min = ﬁm min

e V! = 8m3/min. Substituindo estes dados, teremos que a taxa de escoamento da dgua

V! serd
V! = (8= ———(4,8)% | m®/min.



