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1% Questao: (3,0 pontos) Nesta questao, nao use a regra de L’Hospital.

1. Calcule os limites:
(a) lim 22° — 323 4+ 2272 — 1
z——o0  3w° —4dxr+1
(b) Tim arctg [(14 h)* + 1] — arctg2
h—0 h
2. Dé o valor de A para que a funcao f abaixo seja continua em x = 0:

[EEE]

(dica: vocé reconhece alguma derivada?)

f(r)y=< e , £ #0
A , x=0.
Solucgao.
1. (a)
. 22° —32% + 227 — 1 . P2-F+3F - 5)
lim = = lim - 1 i
T——00 3z —4x +1 r——00 (3_F+x_5)
o CoEE2od) o
i _4 1) 3
e (3 z4+z5)

(b) Seja g(x) = arctg (2 + 1). Temos que

arctg [(1 + h)*+1] — arctg [12+1] .. arctg [(1+ h)? 4+ 1] — arctg?2

/ . _
o= h - h

Portanto, o limite procurado é igual a ¢’(1). Derivamos ¢ usando a regra da

cadeia, obtendo
2x

/ —
Logo,

arctg [(1 4+ h)? + 1] — arctg2 2 2
O /0= T

2. Para que f seja continua em x = 0 devemos ter

lim f(x) = f(0) = A.

z—0

z—0 x X

1
—1 < cos (—) <1,
T

se 2 1
Vamos primeiramente calcular lim {( ne_ 1) cos (—)} . Temos que



seny

2
para qualquer x # 0. Multiplicando a desigualdade por < — 1) > 0, obtemos

T
sen x 2 sen x 2 1 sen x 2
() (2 () < (222 )
T T T T

para todo x # 0. Como

lim

z—0

senx 2
—1) —(1-1)2=0,
(= (1-1)

segue do Teorema do sanduiche que
2 1
lim {( eny 1) cos (—)1 = 0.
z—0 T i
Usando a continuidade da fungao exponencial, temos que

()]

lime —e =1

x—0

Portanto, devemos ter A = 1.

2% Questao: (2,5 pontos)

1. Encontre uma equagao da reta tangente a curva y = Inx que passe pelo ponto (0, 0).

2. Encontre a e b de modo que as retas tangentes aos graficos de y =

2> +ar+b .
r+1
y = v2x + 1 no ponto P = (0, 1) sejam perpendiculares.

Solucao.

1. Em primeiro lugar observe que o ponto (0,0) nao pertence a curva y = Inx.

Seja entao (a,lna) o ponto de tangéncia, conforme indicado na figura abaixo.

y

= — — —

O coeficiente angular da reta tangente é o valor da derivada de y = Inx em x = a,

ou seja, 1/a. Por outro lado, como a tangente passa pelos pontos (0,0) e (a,Ina) seu

Ina—0 Ina Ina
= 0go, — = — e, portanto,
a—20 a a

coeficiente angular é também dado por
a=e.
Sendo assim, a reta tangente tem coeficiente angular 1/e e equagao y = z/e.

2



>4 ar+b

2. Para que o ponto P = (0, 1) esteja no grafico y = a1 é necessario que b = 1
x
(substitua x = 0 na expressaol).
Para achar as inclinacoes das retas tangentes, vamos derivar as duas fungoes. Primeiro,
usando a regra do quociente, temos
d (2+ax+1\ Qe+a)(z+1)—(®+ar+1) 2°+2zx+(a—1)
dx r+1 B (x +1)2 B (x +1)2
2
1
Logo, a inclinagao da reta tangente ao grafico y = % no ponto (0, 1) é igual
x
a a — 1. Agora, usando a regra da cadeia, temos
d 2 1
dx 22z +1 2z +1
Logo, a inclinagao da reta tangente a curva y = +/2z + 1 no ponto (0, 1) é igual a 1.
Portanto, para que as retas tangentes sejam perpendiculares, é necesséario que
a—1l=-1&a=0.
3% Questao: (3 pontos) Considere a fungao definida por f(x) = |z|(2® — 2z), que possui

derivada f'(z) = |z|(42* — 4). Determine, caso existam:

A e

O dominio e os zeros de f(z);

As assintotas verticais e horizontais;

Os intervalos onde a funcao é crescente e onde é decrescente;
Os valores de méaximo e minimo locais e/ou absolutos;

Os intervalos onde f(z) seja concava para baixo e concava para cima e os pontos de
inflexao;

Use as informacgoes anteriores para fazer um esboco do grafico de f.

Solucao

1.

O dominio de f(x) é o conjunto dos nimeros reais.
Como f(z) = |z|z(z* — 2), temos f(z) = 0 quando z = 0 ou quando z* — 2 = 0.
Logo os zeros de f(z) sdo x =0, v = V2 e x=—V2.

Como a fungao f(x) é continua em IR, ndo existem assintotas verticais no grafico de

(@),
Como
lim f(z) = lim |z|z(z® —2) = o0
e
lim f(z) = lim |z|z(2* — 2) = —o0,

nao existem assintotas horizontais no gréfico de f(x).



3. A funcdo f(z) é crescente onde f'(z) > 0. Como f'(x) = |z|(4a® — 4) = 4|z|(z* — 1)
e |x| > 0 para z # 0, fazendo o estudo de sinal de z? — 1, f(z) é crescente em
(—o0, —1)U(1,00). A funcao f(x) é decrescente onde f'(x) < 0, isto é, em (—1,0) U
(0,1).

4. Os pontos criticos sao os pontos onde nao existe f'(x) e onde f'(z) = 0. Teremos
somente pontos criticos onde a derivada se anula. Como f'(x) = 4|z|(z* — 1), os zeros
de f"sdoquando z =0,z =1ex = —1.

Como f(x) é crescente em (—oo, —1) e decrescente em (—1,0), o ponto (—1,1) é um
ponto de maximo local. Como f(x) é decrescente em (0, 1) e crescente em (1,00), o
ponto (1,—1) é um ponto de minimo local. Como f(x) é decrescente em (—1,0) U
(0,1), o ponto (0,0) ndo é ponto nem de maximo nem de minimo local.

Como xlggo flz) =0 ¢ xEmOO f(z) = —o0, nao existem nem méximo absoluto nem

minimo absoluto.

5 Parax >0, f'(r) = dx(2® — 1) = 42° —4a:ef"( ) = 122% — 4.
Paraz <0, f'(z) = —4x(2? —1):—4x +4J:ef”( ) = —122% + 4.

. f'(@) = f'(0) o’ — A
1 _ —
;Femos f10) = hrél+ po x1—>o+ = 4
—4x% + 4
£7(0) = lim f'(z) = £1(0) _ o iy AT :
z—0~ .CE 0 z—0~ T
logo nao existe f”(0).

1 1
A fungao serd concava para cima onde f”(x) > 0, isto é, em —\/;, 0) U (\/;, 00

1 1
e sera concava para baixo onde f”(z) < 0, isto é, em (—oo, —\/%) U (O, \/%) :

Os pontos de inflexao sdo pontos onde muda a concavidade, isto é, (0,0), (1/v/3, —5/9)

e (—1/v/3,5/9).

O grafico de f sera:

w
!

N
!




4% Questao: (1,5 ponto) Sejam a funcao

fz) = (z = a)(z = b)g(x),

I um intervalo aberto contendo [a,b], onde g(z),z € I, é continua em [a,b] e g(x) > 0,
para todo x € [a,b]. Suponha que ¢'(z) é continua em [a, b] e que existe ¢"(z) em (a,b).
1. Mostrar que f(z) nao se anula em (a,b) e que f(z) tem um ponto critico em (a, b);

2. Mostrar que existe ¢ € (a,b) tal que f’(c) = g(a) + g(b).
Solucgao.

1. f(x) = 0 se e somente se = a, x = b ou g(x) = 0. Logo, ndo existe z € (a,b) que
faca f(x) = 0.
Como g(x) é continua em [a,b] e g(x) é derivavel em (a,b) também teremos f(z)
continua em [a,b] e f(x) derivavel em (a,b). Assim, podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio a f no intervalo [a, b] e existe ¢ € (a,b) tal que

o = 10 =10

o que mostra que f(z) tem um ponto critico em (a, b).

:0’

2. Como ¢'(z) é continua em [a,b] e ¢'(x) é derivivel em (a,b), também teremos f'(z)
continua em [a, b] e f'(z) derivavel em (a,b). Assim, podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio a f’ no intervalo [a, b] e existe ¢ € (a,b) tal que

o= LO=I10) _ 6= ao) = o= biotw) _ = lo®) 0l _ g o1

como queriamos mostrar.




