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GABARITO

Questao 1.(2,0 pontos)

(a) Considere a fungdo ¢ : IR — R definida por:

{cos[(x—l)Qsin(x:jll)}, se r#1

0, se x=1.

g()

Determine o valor de lim1 g(x).
T—
(b) Considere as fungoes f, g : R — IR definidas por :
flx) = 2> -z +1 e g(z) = 2%(1 +sinx).

Mostre que os gréficos de f(z) e g(x) se interceptam pelo menos em um ponto.

Solugao.

(a) Primeiro temos que

}1_>ml(:c —1)2 sm( 171) 0. (1)
De fato, .
_(x — 1)2 < (m — 1)2 sin (m) < (ac — 1)2.

Logo, como 1irn1 —(x—1)*= liml(ac —1)? = 0, podemos usar o teorema do confronto para mostrar
— x—
(1).
Além disso, sendo a funcéo cos(z) continua em IR, temos : lim1 g(x) = 1.
z—

(b) Seja h(x) = f(x) — g(x). Sendo h(x) a diferenca de duas fungdes continuas, h(z) é continua. Além
disso temos que
h(0)=1 >0 e h(1) = 1—(1+sinl) < 0.

Logo, usando o Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € (0,1) onde h(c) = 0, isto é f(c) = g(c).
Questao 2.(2,0 pontos)
(a) Determine f’(x); onde f(z) = In(sin®(z)).

(b) Determine as equacdes das retas tangentes ao grafico de f(x) = x? — 32 que passam pelo ponto
(3,—4).

(c) Ache a equacdo da reta tangente ao grafico da funcao implicita definida por a® + ¢ = 6zy, no
ponto (3,3).

Solugao.

(a) Sendo g(x)

= h(z) = 2% e u(x) = sin(x), temos que f(xr) = go hou(z). Pela Regra da
Cadeia, f'(z)

In(x) —
= ¢/((h o u)(x)).H (u()) .o (z). Logo

————.2sin(x). cos(z) = 2 cot(x).



(b) O ponto dado nao pertence ao grafico de f. Por outro lado a equagéo da reta tangente ao grafico
de f no ponto (zo, f(zo)) é
y(x) = f(wo) + f'(wo) (2 — wo),

onde f'(zg) = 220 —3 e f(x0) = 2% —3wz0. O ponto (3, —4) pertence a reta tangente, logo, obtemos:
—4=y(3) = a2 — 3x0 + (2x0 — 3)(3 — 20) = —x2 + 629 — 9.
Resolvendo a equagao, obtemos: g = 1 ou g = 5. Entao, as equacoes obtidas sao

y+zx+1=0 e y—"Tr+25=0.

(¢) Derivando a equacao implicitamente:

dy _2y—ac2
de  y2 —2z’

d
No ponto (3, 3) temos que d_y = —1, e a equagao da reta tangente é z + y = 6.
x

Questao 3.(3,0 pontos)
Considere a funcio definida por f(z) = 2'/% + 22%/3. Determine, caso existam:

(a) O dominio e a imagem de f(z).
(b) As assintotas verticais e horizontais.

¢) Os intervalos onde a funcao é crescente e onde é decrescente.

Os intervalos de concavidade e os pontos de inflexao.

)
)
(c)
(d) Os valores de médximo e minimo locais e/ou absolutos.
e)
)

(
(f

Use as informagoes anteriores para fazer um esbogo do grafico de f.
Solugao.
(a) A funcgao estd definida para x € IR. Logo veremos que a imagem de f(z) é [-3/8,00) (ver item

(d))-

(b) Como o dominio de f(x) é IR, ndo existem assintotas verticais. Além disso, como

1
lim f(z) = lim 2%/ (— +2) = 00
T—r00 T—r00 €T

1
lim f(z) = lim %3 (—+2) = 00,
x

T—>—00 T—>—00
nao existem assintotas horizontais.

oy 1+8x
(c) Como f'(z) = 3273

ex =0 ( pois f/(0) ndo existe).

Os pontos criticos correspondem aos valores z = —1/8 (pois f'(—1/8) = 0)

Estudando o sinal da derivada, note que z2/% >0 para qualquer = # 0. Logo

e f'(x) >0 quando z > —1/8 e
e f'(z) <0 quando x < —1/8.

1 1
Assim, a funcdo f(z) é crescente quando em (—oo, —g) e é decrescente em (—g, 00).

1 3
(d) Pelo estudo de sinal da derivada primeira, o ponto (5, §> é um ponto de minimo local e o

3
ponto (0,0) ndo é ponto nem de maximo nem de minimo local. Logo o ponto —3’ §> é um
ponto de minimo absoluto. Podemos concluir também que a imagem de f é o intervalo [—3/8, 00).



2 (4x—1
(e) Como f"(x) = 9 (xs—/:g), entdo f’(z) =0 quando z = 1/4 e nao existe f”(0). Logo, os
T

0q
. . - 1 3 . .
candidatos a pontos de inflexao sao: (Z’ m) e (0,0). Pelo estudo de sinal da derivada segunda:

e () >0 quando z <0 oux>1/4
e f"(z) <0 quando 0 <z < 1/4.

1
Portanto, a concavidade estd voltada para cima em (—o00,0) e (Z’ o0) e a concavidade estd voltada
1 3
47 2/1

1
para baixo em (0, Z) Assim, os pontos (0,0) e ( ) sdo pontos de inflexdo.

(f) Um esbogo do grafico:

Questao 4.(1,0 pontos)

Um tridngulo is6sceles ABC tem o vértice A em (0,0). A base deste tridngulo que estd situada acima
deste vértice é paralela ao eixo x, e tem os vértices B e C localizados sobre a pardbola y = 9 — x2.
Sabendo que o lado BC aumenta & razao de 2cm/s, determine a taxa de variacdo da édrea do triangulo,

no instante em que o lado BC mede 4 cm.

Solugao.
Denotando-se AD = h(t) e BC =2x(t) ,a érea do triangulo ABC é escrita como :

Assim,
S(t) = h(t)z(t) = (9 —22)x(t) = St)=9z—a3
Logo
ds / 9
T 9z — 3z°x

Como (2x(t)) = 22" = 2em/s, entdo ' (t) = 1em/s. Sendo BC = 4 = 2z(t) = x(t) = 2em. Logo,

ds

Tt =9—12= -3 cm?/s.



. dsS )
Assim, como a7 < 0, a area decresce.

Questao 5.(2,0 pontos)
Calcule os seguintes limites.

() L S230R()) — cos() ) lim< 1 %>

x—0 $2 x—1

Solugao.

(a) Temos a indeterminagao 0/0. Aplicando a regra de L’Hospital temos:

lim cos(sm(:c))2 — cos(z) — lim { sin(sin(z)) cos(z) + sm(:c)}
z—0 T z—0 2x
— im — sin(sin(x)) cos(x) 4 fim sin(z)
z—0 2z z—0 2z
Usando o fato que lim sin(z) = 1, teremos que
x—0 x€X
g 1 o . 1
lim sin(sin(x)) cos(z) _ sm(.sm(x)) .sm(ac) cos(@)] = —L.
-0 2x 220 | sin(z) 2
Logo
. cos(sin(x)) —cos(x) 1
22 72 = gty =0
(b) Este limite é da forma oo — co. Escrevendo
[ii T }7(1—1)2—:cln:cig
Inzx (z—-12) (z—1)2nz 0
podemos usar L “Hospital. Assim
) 1 x ) 2x—1)—1—Inz
lim [— — 7] = lim = —o0.
a—1llnze  (z—1)21 251 (z—-1)2+2(x—1)lnz



