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Questao 1: (2 pontos)
Calcule as seguintes primitivas:

1 6237
@f st o B [T

Solucgao:

(a) Escrevemos dz. Com a substituigdo u = +/z, donde

/¢@¥w“:/¢m:@

2udu = dx, obtemos

1 2u 1
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2z achamos dy = 2e%* dx. Assim,
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Usando a técnica de fragoes parciais:

(b) Usando a substituicao y = e

1A N B
1—y?2 1—y 14y

& 1=A(1+vy)+ B(1—vy),

de onde concluimos que A = B = % Logo,
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1 1
Observagao: A partir da integral 3 / ﬁdy as substituicoes y = sent ou y = cost
-y

também conduzem a solucao.

Questao 2: (1.5 ponto)
Considere as regides R, e R, definidas a seguir.

e R, é a regidao do primeiro quadrante (z > 0, y > 0) limitada pela curva x = 32, pelo eixo
OX e pelaretay =z — 2.

e R, é a regido limitada curva x = 32, pelo eixo OY e pela reta y = 2.
Sem calcular as integrais faca o que se pede a continuacao.

(a) Faca um esboco de R; e de Ro.
(b) Escreva uma integral, ou uma soma de integrais, que expresse a area da regiao R;.

(c) Escreva uma integral, ou uma soma de integrais, que expresse o volume do sélido obtido pela
rotacdo de Ry em torno do eixo OX.

(d) Escreva uma integral que expresse o volume do sélido obtido pela rotagao de Ry em torno da
reta y = 2.
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Solucao:

(b)

e Intersecio das curvas ¢ = y? e y =
JII r—2 Y=y+2=9* -y—-2=0
= (y-2)(y+1)=0=>y=2o0uy=

4
1(4,2) —1.
Ry :

Como a R; estda no primeiro qua-
drante, consideramos apenas y = 2

— (= z =4). As curvas se intersectam
no ponto (4, 2).

Ry

e e

e A reta y = z — 2 intersecta o eixo
y=x-2 A Oz no ponto (2,0).

e A curva z = y? intersecta o eixo Ox

Figura 1
& no ponto (0,0).

Seja A(R;) := érea da regiao R;.

Resolugdo 1. A parte da curva x = y* no primeiro quadrante é o grafico da funcio y = /.
A(Ry) é a diferenca entre as areas das regides B e C' em que:

B é regiao sob o grafico de y = y/z, para 0 <z < 4 (y > 0);

C' a area sob o grafico de y = x — 2, para 2 <z < 4 (y > 0). Portanto

A(R)) = A(B) — A(C) = /04\/§dx—/24(x—2)da;.

Resolugao 2. Olhando as curvas z = f(y), a regidao R; estd entre as curvas © =y + 2 e
x = y? para 0 < y < 2. Portanto

A(Ry) = /02 (y+2)dy — /Ozyzdy.

O volume procurado V ¢é a diferenca entre o volume do sélido obtido pela rotacao da
regiao B em torno do eixo Ox e o volume do sélido obtido pela rotacao da regiao C' em
torno do eixo Ox. Logo, segue pela formula do calculo de volume de revolugao por secoes
transversais que

Ver [[(ardr-n [ (@2

Seja W o volume procurado.
Resolugao 1.

y y = vx Como o eixo de revolugao esta 2 uni-
2 “.2), dades acima do eixo Oz e o gréafico da
funcao y = f(x) = \/x esta abaixo do
eixo, transladamos o grafico da func¢ao
2 unidades abaixo do eixo Oz, criando
a funcao y = g(x) = /r — 2. Assim, o
raio de cada disco da revolucao ¢ igual
a g(z) (Figura 2). Entao

(0,0)

W:W/O4(\/_—2)2d$.

Figura 2
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Resolugao 2.

Como o eixo de revolugdo estd no bordo da regido, entdo, para cada = (0 < z < 4), a se¢ao
do sélido em = (perpendiculare ao eixo) é o disco de raio 2 — /x. Entao

W:W/O4(2—\/5)2dx.

Questao 3: (1.5 ponto)
2
Calcule a integral [ = / In(|z|)dz . Justifique todas as igualdades.
—2

Solucao:

Observe que a func¢ao In(|z|) tem uma singularidade no ponto x = 0. Logo a integral I é uma
integral impropria e precisa ser calculada da seguinte maneira:

B 2 2
I = lim In(—z)dr+ lim [ In(z)dr =2 lim [ In(x)dz,
B—0—J-2 A—0t+ JA A—0tJA
usando a mudanca de variavel y = —x na primeira integral.

Calculamos uma primitiva de / In(z)dz. Integrando por partes, temos

/ln(ac)dx = xIn(z) — / lxdw =zln(z) -2+ C.

T

Logo,
=2
I= 214113)1+ (x In(z) — :c)

=2 lim (2In(2) =2 — Aln(A) + A).

r=A A—0t

Usando a regra de ’'Hopital tem-se

, WA 1A B
A AT = T AR S T A =0

Portanto, concluimos que | I = 4(In(2) — 1).

Justifique todas as suas respostas! Apresente seus calculos.

Duracao da prova: duas horas e trinta minutos.
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