INSTITUTO DE MATEMATICA - IM/UFRJ
N% CALcuLo I - MAC118

PRrROVA FINAL - POLITECNICA / QUiMICcA - 8/12/2016

Questao 1: (2 pontos)
Calcule as seguintes integrais:

cos T

(a) (0.5 ponto) [ €% senzdz.

(b) (0.5 ponto) [ arctgxzdz.

Senxr Cosx

0.5 t .
(c) (0.5 ponto) senz —senz — 20"
1

(d) (0.5 ponto) In zdz.

S T

Solugao:

(a) Fazendo a seguinte substituigao
U = COS Z,

obtemos
/ecosxsen rdxr = —/e“du =—e"+c.

Retornando a variavel x, temos que

/em” sen xdr = —e®°% + c.

(b) Usando a formula da integracdo por partes com u = arctgx e dv = dx temos que

te zd £ T 4
arc raxr = x arc Xr — —FQax.
g g e

Substituindo ¢t = 1 4+ 2% obtemos

1 1 1
/arctgmdxzxarctgx—i/gdtzxarctgx—5111|1+x2|+c.

(c) Substituindo u = senx obtemos:

Sen T cos T u U A B
dr= | ———du= | ————du= | ——+-——du
sen?z —senx — 2 u2 —u—2) (u—2)(u+1) (u—2) (u+1)

Resolvendo o sistema obtemos A = 2/3 ¢ B =1/3 e portanto a integral desejada sera:

2 1
/ SeILT COS T de ==In|senz — 2|+ = In|senz + 1| + ¢
sen?z —senz — 2 3 3

(d) Note que fol In xdzx é uma integral impropria. Ou seja, se existir, fol Inzdx = limg 04+ fal In zdzx.
Por I’'Hépital,

1 1
/ Inz = lim Inzdx = lim (aclnxfx)ll
0

a—0+ J, a—0+ a
= lim (-1 —alna—a)=-1— lim alna
a—0+ a—0+
. Ina . 2 .
=-1-lm w—=-1- lim % =-1+ lim a=—1.
a—0+ = a—0+ -z a—0+
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CArcuro I - MAC118
PROVA FINAL - POLITECNICA / QUIMICA -8/12/2016 (continuagao)

Questao 2: (2 pontos)

(a) (1 ponto) Considere a fungdo y = f(z) = V1 — z2. Seja a(z) a inclini¢do da reta tangente ao
grafico de f no ponto z. Calcule

li li .
i alz) e Iﬂ(liana(a:)

(b) (1 ponto) Seja f : R — R uma funcdo cuja reta tangente em x = In2 é dado pela equagao
y =3z +5—3In2. Calcule os valores das derivadas

2(55) o fmuw)

no ponto x = In 2.

Solugao:

(a) Como a inclinagdo é a derivada, tem-se que a(z) = f/(x) = 2\/%7(—290) = \/1*_3”7 Além
disso, para x € (—1,1), 1 — 2?2 >0e lim vV1—22= lim +1—22=0. Dai,

r—1— r——1*
i () i —x (1 )( 1 1 )
m alr) = 11m —F/—— = mm —x 11m —-
z—1— z—1- /1 — 22 1~ z—1- /1 — x2
1
=—1- lim — Q.

z—1- /1 — 22 -

Pelos mesmos argumentos,

lim a(z)=1 lim —— = +o0.

z——1F z—1— /1 — 22

(b) Pela defini¢ao da reta tangente, f(In2) = 3(In2) + 5 —3In2 = 5 e a inclinagdo da reta ¢
igual a derivada em In2, i.e. f/(In2) =3.

Para achar o valor de da primeira derivada, utilizaremos a regra do quociente:
d ( e’ ) _ e fl@) —e"fix) _ e (f(z) - f'(x))
dz \ f(x) (f(z))? (f(z))?

Dai, para x = In 2, tem-se que

ev eln2 n — f'(In _
;;( )(m): (f(n2)— f(In2)) _2(5-3) 4

f(x)

(f(In2))? - 52 25

Para achar o valor de da segunda derivada, utilizaremos a regra da cadeia:

A = L@
Dai, para x = In 2, tem-se que
d _ f'(In2) 3
o) () = e = 2
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CArcuro I - MAC118
PrROVA FINAL - POLITECNICA / QUIMICA -8/12/2016 (continuagao)

Questao 3: (1 ponto)
%x3/2, x > 0, entre os pontos

Determine o valor de a > 0 para que o comprimento [ da curva y =

_ — o cein loTis 2
r=0ex=a, sejaigual a 3.

Solugao:
Como dy/dx = 22 pela substituicio u = = + 1:

@ a a+1
ta) = / 1+ (dy/dz)?dz = / VI+ads = / Vadu = §u3/2
0 0 1

Dai, se {(a) = %, tem se que

a+1

1

3 3

2 2((a+1)3/2—1) = 1=0+1%?-1 <= (a+1)*?=2.

Como a > 0, tambem (a + 1) > 0. Dai,

(a+1)%?=2 = (a+1)°=4 < a=V1-1.

_ % ((a+ 1)%/2 — 1).
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Prova Final — Questoes objetivas

1. Considere um tridngulo retangulo com hipotenusa
de comprimento 5cm. Seja x a medida (em cm)
do cateto oposto a um angulo 6 (em rad). As-
suma que x cres¢ca a uma taxa de 3cm/min. No
instante em que z = 3c¢m é correto afirmar que:

b

(a) 0 cresce a uma taxa de 3 rad/mz'n

(b) 6 decresce a uma taxa de 2

c) 0 cresce a uma taxa de 37
)
)

1 rad/min
( rad/ min
(d

(e) 6 esta parado

6 decresce a uma taxa de T rad/min

2. A inclinagdo da reta tangente & curva y2 -+ (zy+1)% =
0 no ponto (2,—-1) é

a) 3/4

b) —3/2

c) 2/3

)

)

—_

—4
2

—_
o,

[§]

3. Qual o ntmero de assintétas verticais da funcao

1—cosa
f@) = ortim

4. Para quais a > 0, a integral fo —sdx é convergente?

Gabarito

5. A derivada de f(x) = e®5% cos(e”) em = = 7/2 é:
(a) —cos(e™?) — e™/?sen(e™/?)
) e™/2 cos(e™/?) — sen(e™/?)
(c) e™?sen(e™?) + cos(e™?)
(d) cos(e™?) — e™/?sen(e™/?)
)

6. Se f’ é continua em [0,1], f(z) # 0 para todo x €
[0,1], £(0) =¢e% e f(1) = 1, entdo fo f< >dz vale
(a) —
(b
(c
(d
(e

NN NI AN AN
— O N

1/x
7. Sobre lim, o0 2 [, /et dt & correto afirmar que seu
valor é

8. Se f' & continua em [7/2, 7r] f(m/2) = -1 e

f'(z)senxdx = 2, entdo f(z) cosz dz vale:

/2 /2
(a) —1
(b) 2
(c) 1
(d) —2

)

V3/2 . )
9. O valor de/0 ﬁdxe
(a) 1/2
(b) 1/4
(c) V3/2
(d) —1/2
(e) v2/2

10. Sejam f e g funcoes diferenciaveis e suponha
quef’(z) > ¢'(x) para todo z € R. Entdo podemos
afirmar que os graficos de y = f(z) e de y = g(z)

(a) ndo possuem mais do que uma intersegao.
possuem exatamente uma intersecao.

podem possuir mais de uma intersegao.

nao possuem intersegao.

tém uma reta tangente em comum no ponto de
intersegao.



