Instituto de Matematica - IM/UFRJ
Célculo Diferencial e Integral I - MAC118

Gabarito da prova final - Escola Politécnica / Escola de Quimica -05/07/2018

Questao 1: (2.5 pontos)

Seja f : R — R a funcao definida pela expressao

2 2

rra se ¢ <0,
fla) = x?+2

arctan (/) e 250

Jaz

onde o é um nimero positivo.

a) Determine as assintotas horizontais do grafico de f(z), caso elas existam.

b) Determine os valores de o que tornam f continua no ponto xz = 0.

Solucao:
o lim (2 + g)
2 2 T——00 z? 2
a) Fixemos a > 0. Notamos que lim L—Fa = 22+ i) == o =—=2.
T——00 xQ :c—) oo% :3 EEH (1 —I— P) 1
_ arctan(y/7) mhm arctan(,/r) z
Por outro lado, lim = = =0.
T—+00 vox lim +/az 400

r—r+00
Assim, para qualquer a > 0 as retas y = 2 e y = 0 sdo assintotas horizontais para o grafico
de f.

a
b) Primeiro notamos que f(0) = 5 Para f ser continua em x = 0 deve valer a igualdade

lim 222 + « % im arctan(\/f)' )
z—0— x% 42 2 a0t o

92 4o lm (222 +q)
A primeira igualdade é imediata uma vez que xl_i}r(r)li 212 xﬁ(%l 1 2) =3 O tultimo
z—0~

limite apresenta uma indeterminacao do tipo %, e pode ser calculado aplicando a regra de
I’Hospital:

o ACRND) s Lo 11
=0t yJax A NG Vazsot1+z o
1
Em resumo, da igualdade (1) devemos ter — = g, o que é verdade apenas para o = /4.

2

B

Questao 2: (1.5 ponto)

Considere as fungoes f(z) = e*"* e g(z) = 3x. Prove que os graficos de f(z) e g(x) se intersectam

em tnico ponto quando 0 < z < 7/2.

Observacgao: lembre que e =~ 2, 718.
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Solucao:

Primeiro provaremos que ha pelo menos um ponto de intersecao, que é equivalente a encontrar
um zy € [0,7/2] tal que f(zg) = g(x). Consideramos a fungao auxiliar

h(z) = f(z) — g(z) = " — 3z,
que é continua em [0, /2] e, além disso, satisfaz
h(0)=1>0 e Mﬂwzwﬂg<Q

Entao, pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe um ponto xy € (0,7/2) tal que h(xy) =
f(zo) — g(xp) = 0, consequentemente %0 = 3.

Por outro lado, h/(x) = e***cosx — 3 < e — 3 < 0 para todo = € [0,7/2], o que indica que h é
estritamente decrescente [0, 7/2], logo h tem uma tnica raiz nesse intervalo, que é o z indicado
acima.

Questao 3: (2 pontos)

Na figura, as semirretas r; e ry sao paralelas e o segmento AB é perpendicular a essas semirretas. O
ponto P, situado no segmento AB, é tal que AP = 1 e BP = 2. Considere a colecao de todos os
triangulos retangulos PP, P, com angulo reto em P, tais que P; esta sobre a semirreta r e P, esta
sobre a semirreta r;.

1

B Py (]

Determine a menor area possivel para um triangulo nessa colecao.

Solucao:

Neste problema apresentamos duas solugoes.

Primeira solugao: Denotamos por x a medida do segmento AP;. Pelo Teorema de Pitagoras,
PP, = +/1+ 2. Por outro lado os tridngulos PAP, e PBP, sao semelhantes, logo temos a

relacao

BP, 2  —__ 2
2 -2« BP,=".
X

1 T
Pelo Teorema de Pitagoras, PP, = \/4 + % = 2\/%7451 Assim, a drea do tridngulo PP, P, em
funcao de x é dada pela expressao:

11— —— 1 [ 2.7 241 1
A(ZL‘):§PP1PP2:§V1+ZE22 %:m—i_ :{L'—I—*,

T T
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onde 0 < x < +00. A partir de aqui podemos proceder de duas formas:
Variante 1: A'(z) =1— -5 =0 <= 2 = —1ouz = 1. Como apenas hd um ponto critico em
(0, +00) e, além disso,

lim A(z) = lim A(x) = 400,

z—0t T—+00

temos que o valor de x que determina a drea minima é x = 1, sendo o valor dessa area A(1) = 2.

Variante 2: Observar que A(z) =z + 2 = (\/z — \})2 + 2 > 2, sendo 2 o menor valor possivel

xT

de A(z), o que acontece quando x = 1.

Segunda solucao: Denotamos por ¢ a medida dos angulos {AP,P = £ BPP,. Assim,

— 1 N 2
PP = —— PPy = ——.
"7 sen(h) ¢ 27 cos(6)

Para esta modelagem, a area em funcao do angulo 0 é dada pela expressao:

1
A(e)zipplppgz 96(0,71'/2)

sen () cos(6)’
A partir de aqui podemos proceder de duas formas:
cos?(6) —sen®(6) cos(20)

sen?(f) cos2(0)  sen2(f) cos?(6)
que A'(f) =0 <= 0 = w/4. Como apenas hd um ponto critico em (0, 7/2) e, além disso,

Variante 1: A'(f) = — Entéo, no intervalo (0,7/2), temos

lim A(f) = lim A(f) = +oo0,

0—0+ 9—)%‘

temos que o valor de 6 que determina a area minima é § = 7/4, sendo o valor dessa &area

A(r/4) = 2.

2
Variante 2: Observar que A(f) = sen(20)’ que assume seu valor minimo em (0, 7/2) quando
sen

sen(26) assume seu valor maximo nesse intervalo, ou seja, quando § = w/4 com A(w/4) = 2.

Questao 4: (2 pontos)
Calcule as seguintes integrais:

cos(z)

d
— bsen(x) + 6 v

a) /(.75 — 1) In(z* — 22 + 2)dx b) / sen?(7)

Solucgao:

a) Primeiro fazemos a substituicio y = 2 — 2z + 2, logo dy = 2(z — 1)dz de onde segue que
(v — 1)dx = %. Assim,

/(m — 1) In(z* — 22 + 2)dw = ;/ln(y)dy. (2)
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A tltima integral pode ser calculada usando integragao por partes. Para isso fazemos u = In(y)
e dv = dy, logo du = i—y e v = y. Portanto,

[y = yiat) = [ L+ €= yhaly) —y+ € =yt~ +C. CeR @
Combinando (2) e (3) temos
/(:c—l)ln(:c2—2x+2)dx: ;(x2—2m+2)(1n(1:2 — 2+ 2) — 1) +C, CeR.
b) Primeiro fazemos a substituicao u = sen(z), logo du = cos(x)dz. Entao,

[ o rat = [o—trs = | aoo— @

Usando o método de decomposicao em fragoes parciais temos

1 1 1

(u—2)(u—3) u—3 u—2

portanto

/(u—QC)h(Lu—?)) :/(ud—u?))_/(ud—UQ)

v 3 (5)
=Inju—3]—lnjlu—2|=In _2‘+C, C eR.
Combinando (4) e (5) temos
cos(x) sen(z) — 3
dr =1 R
/ sen?(z) — Hsen(x) + 6 re sen(z) — 2’ +C O«

Questao 5: (2 pontos)
Seja R a regiao localizada no primeiro quadrante do plano cartesiano, cujos pontos estao localizados

acima da reta 3y — x = 2, abaixo da pardbola y = z? e abaixo da hipérbole y = —.
x

a) Esboce R, indicando os pontos de intersegao das curvas.
b) Calcule a area de R.

Solucao:

a) O gréafico da regiao R estd apresentado na seguinte figura.
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b) A drea de R pode ser calculada como segue

AR) = /2(932 x+2>d$+/4<8 x—§2)dx
— —/ 2dx+/ du —/ x+2d

- +81n(|x|) (“(;2)

7 36 9
= §+8(ln(4)—ln(2)>—€+6
= 81n(2)—163.
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