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Questao 1: (1.5 ponto)

Seja D a regidao limitada do plano, compreendida entre a pardbola y = 1 — 22 e o eixo x. Considere
um trapézio isoscele contido em D com as seguintes propriedades:

e a base maior é o segmento [—1, 1] do eixo z;

e 0s vértices da base menor também estao situados no gréafico da pardbola (ver figura abaixo).

Y

Qual é a maior area possivel que este trapézio pode ter?

Solucgao:

(B+0b)h

A &drea de um trapézio isoésceles é dada por A = , onde B é a base maior, b é a base

menor e h é a altura do trapézio. Denotemos por P = (z,y) o vértice da base menor, com x > 0,
conforme ilustrado na figura.

[ x
A area do trapézio em funcao de x é determinada por
2+ 2x)(1 — 2
A(x):( +20)( x>:—x3—x2+x+1, x € 0,1].

2

Como a funcgao é continua e esta definida em um intervalo fechado e limitado, sabemos que ele
assume um valor maximo absoluto (note que nos extremos, o trapézio se degenera, sendo que
quando x = 0, temos um tridngulo isésceles). Como A(x) é derivavel em qualquer ponto, os
pontos criticos sdo aqueles em que a sua derivada se anula. Como A'(z) = —32? — 2z + 1, o

Pagina 1 de 5



Célculo Diferencial e Integral I - MAC118
Gabarito da Segunda Prova - Escola Politécnica / Escola de Quimica -17/06/2019(continuacao)

inico ponto critico no interior do intervalo é o ponto x = % Comparando com o valor de A
nos extremos (A(0) =1 ¢ A(1) = 0), vemos que o valor maximo ¢ dado por A(3) = 22. Outra
possibilidade seria considerar A(z) = —2® — 2® + x + 1 definida apenas no intervalo aberto (0, 1)

e verificar que A'(z) > 0 em (0,1/3) e A'(z) <0 em (1/3,1).

Questao 2: (2.5 pontos)

Calcule as seguintes integrais:

Ve cos(mIn ) 3 5 1
a) /1 de b) /a: sen (z7)dx c) /M’dx

Solucgao:

a) Usamos integracao por substituicao. Fazendo a mudanca u = 7In(z) temos que du = Tdz,
donde df = d#. Deve-se também substituir os limites de integracao:

e para xr = 1 tem-se u = 0;

e para r = /e tem-se u = %.

T 1

Assim, alntegral/
0 m

” u)— = —sin(u)

Ve 1 3 1
cos(m n$)dx:/ cos( )du
0 T

b) Primeiro fazemos a mudanca t = z?, logo dt = 2xdz. Segue-se que

/xS sin(z?)dx = /xz sin(z?)zdr = /tsm /tsm

Para resolver a integral indefinida / tsin(t)dt, faremos integragao por partes:

e u =1, 0 que nos da du = dt;

e dv = sin(t)dt, o que nos dd v = — cos(t).

Assim, a integral /tsin(t)dt = —tcos(t) + /cos(t)dt = —tcos(t) + sin(t) + ¢, onde ¢ € R.

2

Voltando a variavel original ¢ = x*, concluimos que

a1
/x3 sin(x?)dx = /a: sin(z?)zdr = /tsm t)— 5 5[8111(:(}2) — 2% cos(2?®)] +¢, c€R.

1

22 —4x+3
2?2 —4r + 3 = (v — 3)(z — 1). Assim, podemos escrever:

¢) Primeiro, vamos simplificar o integrando via fragOes parciais. Observe que

1 A N B )
2—4r+3 -3 x—1
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Para se determinar as constantes A e B, somam-se 0s termos

A B x(A+B)+(-A-3B)
x—3+x—1_ (x —=3)(z—1)

e, usando (1), tem-se o seguinte sistema linear:

A+ B =0,
—-A—-3B =1,
cuja Unica solugao é A = % e B= —%. Assim,
1 1 1 1 1 1 1 1. |[v—3
——d :—/ d——/ dr = -In|z—3|—=In|z—1|4+c= =1 ’ ,
/x2—4x—|—3 v=5) =gty ) poqdr = glemdimg nletite =gl o e
onde ¢ € R.
Questao 3: (2 pontos)
Seja R a regiao limitada do plano, que é delimitada pelos graficos das curvas y = 23 e y = z,

consideradas para valores x > 0.
a) Esboce a regiao R, indicando os pontos de intersecao das curvas.

b) Calcule o volume do sélido obtido ao girar a regiao R em torno da reta y = 1.

Solucgao:

a) A figura mostra o gréafico da regiao R.

Pl e e -
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b) O volume do sélido ¢ dado por

V= / {1—x (l—x)z]daj

7T/ {xG — o — 2% 4 Zx] dx
0
13
42

Questao 4: (2 pontos)

+oo
a) Determine se a integral / congerge ou diverge, justificando sua resposta.
0

dzx
vad+5r2+1
1

+o00
b) Calcule o valor de / — v
0 x*+2x+2

Solucgao:

+oo dx
/ vV + 5962 / Va3 + 5x2 / Vad + 512 +

A primeira das mtegral? é .convergente p?lS a funcdo f(z) := W é continua em |0, 1].
Para estudar a convergéncia da segunda integral observamos que

1 < 1 1 (2) <1
= =:g(x), x>1.
Vi3 + 52241 7 Va3 2’2 g

fz) =

“+oo
Como a integral / < 400, pois 3/2 > 1, segue do critério de comparacao que a
1

23/2
integral
+oo dx
< +00
1 Vad+5x2+1
logo [ du <+ i
0g0 00, Ol seja, converge.
& 0 VaP+brz+1 ) &

Observacgao: a convergéncia da segunda integral pode ser verificada do seguinte modo:

lim f(.l’) li 373/2

im =1,
z—+00 g x) ;L’—>+oo v/ 3 + 52 +1

o que significa que as integrais

+o00 +oo  dx
/ Va3 + 53:2 / 232

convergem ou divergem simultaneamente.
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Foo 1 +oo dx )
b) / — 5T :/ ——————. Assim,
o x2+2xr+2 o (z+1)2+1

/+°0 dz y /t dx

0 (z+1)241 toreodo (x+1)2+1
¢
= lim arctan(x + 1)

t—+o00 o
: o
— tLIEloo {arctan(t +1)— arctan(l)} =5 7171
Questao 5: (2 pontos)
. - x? (1-2) 421 . . f(x)
Considere as fungoes f(x) = / e dt e g(x)= / sen() dt. Determine o valor de lim 122,
’ 0 2—0 g(x)

Solucgao:

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, sabemos que f e g sao derivaveis. Em particular, f e g
sao continuas em x = 0, donde obtemos

0
' — (A=t%) g4 —
glgli%f(x)—/oe dt =0

e
2
lim g(z) = /0 sen(t) dt = 0.
Usando L’Héspital, o Teorema Fundamental do Céalculo e o fato de que lim,_.q x() =1,
sen(x
obtemos

C f@) L flx) . et ey
lim —= = = — — lim
z—0 g(ﬁ) xz—0 g/<gj> z—0 sen(x + 271') x—0 Sen(gj)

= 2e.
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