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Politécnica e Engenharia Quimica
Questao 1: (3.5 pontos)
Calcule:

y -t +r—1
(a>xl—>rqx3+x2+:c+l’
VIl

(b) lim Y2

B AT

(¢) lim (senz)*"%;

)
z—0t

(d) f'(x), onde f(z)

— esen(x3+\/5+1)

Solucao:

(a) Como f(z)

-1

B+at+r+1

¢é continua em x = 1, temos que

-4+ r—1
li = f(1) =0.
el g8 4 a2+ + 1 /()

(b) Dividindo o numerador e o denominador por /z, obtemos

ve+1 . 1+ i
im = lim T
T—~400 \/E—Fl T——+00 1+ﬁ

=1.
(c) Para sair da indeterminagao “0°”, reescrevemos

sen T
(Sen x)senx _ eln(senx)

_ esenxln(senx)
Assim, como e* é uma func¢ao continua, temos que

lim (senxz)*"®

lim
z—0t

— lim, o+ sen z In(sen z)

Como em lim,_,o+ sen x In(sen ) temos uma indeterminagao do tipo “0- oo 7, reescrevemos
a func¢ao sob a forma de quociente:

1 1
lim senzIn(senz) = lim m — lim In(sen z)
z—07t z—07t

-0+ cosecx
sen T

obtendo agora uma indeterminagao do tipo “0/0”. Assim, pela Regra de I’'Hopital, obtemos
In(sen L cosx
lim 7( ) = lim s
z—0+ COSec T

= lim —
z—0t —cosecx cotgx  x—0t
Portanto,

= lim —senz = 0.
cosecT  z—0+

lim (senz)*"* = e’ = 1
z—07t
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Politécnica e Engenharia Quimica(continuagao)

(d) Pela Regra da Cadeia, temos que

f/<I> _ esen(m3+\/§+1) (sen(x3 + \/E + 1))/
@I cog(2% + /1 4+ 1) (2 + vz + 1)
1

— sen(x3+ﬁ+1) 3 1 3 2
e cos(x +\/E+)<x+2\/5>.

Questao 2: (1.5 ponto)
Encontre a equagao da reta tangente a curva z* + y* = 12zy? — 7 no ponto (2, 1).

Solucgao:

Derivando implicitamente a equacao da curva em relacao a x, obtemos

4a3 + 4Py’ = 1292 + 24zyy'.

Portanto, em cada ponto (x,y) temos que

;o 12y% — 423
Y 4y — 24xy’
Em particular, substituindo (z,y) = (2, 1) na equagao acima, obtemos o coeficiente angular m
da reta tangente a curva passando pelo ponto (2,1):
12(1)? — 4(2)°

TR —242)(1) 1t

Assim, a equacao da reta tangente a curva dada passando pelo ponto (2,1) é

1= 2 (x—2
Yy 11(% )
Sy D

TR

Questao 3: (2.0 pontos)
Dois caminhos retilineos paralelos distam de 5 metros. Os objetos A e B deslocam-se sobre os
caminhos com velocidades v4(t) e vp(t), respectivamente. Em um certo instante t¢, a distancia d
entre eles ¢ de 13 m, A tem velocidade v4(ty) = 5 m/s e B tem velocidade vg(ty) = 2 m/s, conforme
a figura. Determine d'(ty), a velocidade com que eles estao se aproximando.

B
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7
7
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A
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Politécnica e Engenharia Quimica(continuagao)

Solucgao:

indicado na figura abaixo.

A
By sun
// ‘
d-~ |5
A /// VA |
— 4 [ 5
i
T A B

Pelo Teorema de Pitagoras,
d*(t) = (vg(t) — x4(t))* + 52 m?
Em particular, para t = t(, substituindo d(¢y) = 13, obtemos que
xp(to) — xa(to) = 12m.
Derivando (1) em relagdo ao tempo, temos
2d(t)d'(t) = 2(zp(t) — wa(t))(@p(t) — 24(t))

e portanto

it = 2al) =l ) )

Finalmente, usando que '5(ty) = vp(to) = 2m/s e 2/4(ty) = va(ty) = Hm/s, concluimos que

d'(to) = u“ig:jm/s) = —?gm/s,

36
isto é, os objetos se aproximam com velocidade igual a 3 m/s.

Denotamos por x4(t) e xp(t) as abscissas dos pontos A e B ao longo do tempo, conforme

Questao 4: (3.0 pontos)
Considere a func¢ao f(z) = li’ definida para x > 0 e x # 1.
nzr

(a) Calcule:

() lim f(o) (i) lim f(x);
(i) lim f(2); (iv) lim f(o);

(b) Determine, se existirem:
(i) As assintotas verticais e horizontais de f;
(ii) Os intervalos onde f ¢é crescente e onde f é decrescente;
(iii) Os pontos de maximo e minimo locais e/ou globais de f (abscissa e ordenada);
)

(iv) Os intervalos onde f tem concavidade para cima (convexa), concavidade para baixo

(concava) e os pontos de inflexdo de f;
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Politécnica e Engenharia Quimica(continuagao)

(¢) Faga um esbogo do gréfico de f.

Solucgao:

(a) (i) Como lim, ,o+ z =0 e lim, ,o+ Inx = —00, entdo

(ii) Como lim, , z = 00 e lim,_,», Inx = 0o, aplicando a Regra de ’Hopital, obtemos que

/
1
lim — = lim (z) = lim + = lim z = oo.
z—oo In o T—00 (ln Q;)/ T—00 = T—00

(iv) Por outro lado, quando x — 17, Inz tende a zero por valores positivos. Portanto,

) x
lim — = oo.
z—1+ Inx
(b) (i) De acordo com os resultados obtidos nos itens (i), (iii) e (iv) de (a), concluimos que f
possui apenas uma assintota vertical: z = 1. Ja o resultado do item (ii) nos diz que f
nao possui assintotas horizontais.

(ii) Calculando a derivada de f pela Regra do Quociente, obtemos:

%_lnx—l

(Inz)2  (Inz)?’

_1-lnx—x~

f'(x) =

Assim,

e f'(x) >0selnz—1>0,ou seja, para x € (e, 00);

o f'(r)<0selnzx—1<0,ouseja, para x € (0,1) U (1,e).
Portanto, concluimos que a fun¢do f é crescente no intervalo (e, 00) e decrescente nos
intervalos (0,1) e (1,e).

(iii) Como f’(e) = 0 e f'(x) existe para todo z no dominio de f, entdo o tnico ponto
critico de f é (e, f(e)) = (e,e). Além disso, como f'(xz) < 0 para z <e, e f'(x) >0
para x > e, entao (e, e) é um ponto de minimo local de f. Sendo este o tnico ponto
critico, entdao f nao possui pontos de maximo local. Por fim, do item (a), sabemos que
lim, ,1- f(z) = —o0 e lim, 1+ f(x) = oo. Portanto, f ndo possui pontos de maximo
ou minimo globais.

(iv) Derivando a func¢ao f'(z) = (Inz — 1)(Inz)~2, obtemos

() = i(ln 2)2 = 2(Inz — 1)(In x)3i
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Politécnica e Engenharia Quimica(continuagao)

y 1 2
= ) = z(In z)? (lnx B 1) '

Como 1/(z(Inz)?) é sempre positivo no dominio de f, o sinal de f” é determinado
pelo sinal do termo ((2/Inx) — 1). Assim,

e f"(z)>0se ((2/Inx) —1) > 0, ou seja, para z € (1,e?);

o f"(x) <0se((2/Inz) —1) <0, ou seja, para z € (0,1) U (e?, 00).
Com isto, concluimos que f tem concavidade para cima (convexa) no intervalo (1,e?),
e tem concavidade para baixo (concava) nos intervalos (0,1) e (e? 00). Além disso,
como x = e? é o tinico ponto do dominio de f onde f” muda de sinal, entdo f tem um
tinico ponto de inflexdo: (€2, f(e?)) = (e?,e? /2).

(c¢) Esbogo do grafico de f:

e’
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