INSTITUTO DE MATEMATICA - IM/UFRJ
N% CALcuro I - MAC118

12 PROVA - GABARITO - 13/10/2016

Questao 1: (2 pontos)

Vi £3-2
(a) (0.4 ponto) Calcule o limite:  lim i

z—1 r—1

T+ 5
b) (0.4 pont lcule o limite: lim sen ( ———— ).
(b) (0.4 ponto) Calcule o limite x_l)rilooben<\/m)

(c) (0.4 ponto) Calcule a derivada da funcdo f(x) = 22 cos(e%).

(d) (0.4 ponto) Determine o valor de A para que a fun¢do f(x) seja continua, com

Az —2), sex <0
flx) =9 —¢

_ se x > 0.
er 41

(e) (0.4 ponto) Determine a equagao da reta tangente a curva e’y = 21 + 2y no ponto em que
x=0.

Solugao:

(a)
. 24+3-2 x?—1 ) x+1 1
lim —— =~ =1 1 = .

= lim =lim — =
el x—1 =1l (x—1) (Va2 +3-2) «=1va2+3-2 2

(b) Como senz é uma fungao continua, temos

. T +5 . T+ 5
lim sen <7> = Sen( lim 7>

T—+00 Vax? +1 z—+00 \/4x2 + 1
Mas 5
5 1+2
lim Ao lim M =7/2.
T—+00 \/42 +1 r—+00 ¢ 4+ %
x

Logo o limite desejado sen(7/2) = 1.

()

f/($) — 2$ COS(ecosx) _ x2 Sen(eCOSLE)(eCOSI)/

(d) Tem-se lim, ,o- f(x) = =24, e lim,_,o+ f(z) = —1/2, logo A =1/4.

(e) Derivando implicitamente em rela¢ao a variavel x obtemos

#y (2 20 _ g oM
e <xy+:c dr + dr’

Resolvendo esta equagao para % obtemos
dy 2— 2:):1/6121’
dr  z2e®y —2°
Em z = 0 temos que y = 1/2 e a equagao da reta tangente sera

y=1/2—x

= 22 cos(e“®?) — x?sen(e“?) - (—senz)(e“®?) = 2z cos(e“®?) 4 2% sen (%) - (sen z)(e“?)
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CArcuro I - MAC118
12 PROVA - GABARITO -13/10/2016 (continuagao)

Questao 2: (2 pontos)
Considere a fungao f(z) com derivadas f'(z) e f”(x) dada por

162 — 67z + 16

fa) = 504(1 — x2) _1008(2z + 5)(4a? — 10z + 13))

Bz —1)(z—8)’ fw) = 8z — 1)2(z — 8)2° fi(@) = 8z — 173(x — 8)3

(a) (0.2 ponto) Dé o dominio de definigao de f.
(b) (0.5 ponto) Determine as assintotas horizontais e verticais, caso existam.

(c) (0.3 ponto) Identifique os pontos criticos, os extremos relativos e os intervalos onde a fungao f é
crescente e onde é decrescente.

(d) (0.5 ponto) Encontre os pontos de inflexdo de f, se houver, e os intervalos de concavidade para
cima e para baixo.

(e) (0.5 ponto) Usando as informagoes anteriores faga um esbogo do grafico de f(x).

Solugao:

(a) A func@o f é bem definida se o denominador é desigual a 0. Dai, o dominio dom(f) é
R\ {8,3}.

(b) Assintotas horizontais:

. 1622 —67x+16 . 2%(16 — 67z~ ' +16272) 16
lim = lim = — =2.
z—oo (8 —1)(x —8) 2—o0 22(8 —z~1)(1—8z71) 8
. 1622 —67x+ 16 . 2%(16 — 67z +16272) 16
lim = lim =— =2.

z>—o0 (8z —1)(x —8) a—-o0 z2(8 —ax~1)(1 —8z~1) 8

Assintotas verticais:

. 1622 — 67z + 16 . 1024 —536+16 504 . 1

lim = lim = — lim = 00
z—8+ (8x —1)(x —8) =z—8+  63(x —8) 63 -8+ x — 8

| 1622 — 672z +16 504 . 1

m = — lim = —00
z—8— (8x — 1)(x — 8) 63 z—8— 1 — 8

. 1622 — 67z +16 ;- +16 1 2-67+128 1
lim = T im = = lim

= — lim —
[ 8r —1
1622 — 67x + 16 i 1
lim = lim = 00

el Br—1)(z—8) 51 8x—1

(c) As raizes de (1 —22) sdo 1 e —1 e estdo no dominio de f. Dai, os pontos criticos (em dom(f))
sao 1 e —1. Além disso, como o denominador de f’ é positivo em dom(f), tem-se para
x € dom(f) que

F2)>0 <= 1-22>0 <= 2’ <1 <= zc(-1,1)
fll)<0 <= 1-22<0 <= 22>1 < z & (~00,—1)U(1,00).

Pagina 2 de 6



CArcuro I - MAC118
12 PROVA - GABARITO -13/10/2016 (continuagao)

~—

Dai, f é estritamente crescente em (—1,1) Ndom(f) = (—1,%) U (3,1) e estritamente
decrescente em ((—oo, —1) U (1,00)) N dom(f) (—o0,—1)U (1 8) U (8, 00), implicando que
f tem um minimo relativo em —1 e um méximo relatlvo em 1. Os valores correspondentes
sao

16+67+16 99 11 16-67+16  —35 5
="y o0 o W= T a7

Solugao alternativa para max/min.

1008(—2 +5)(4 + 10 + 13)) _ 1008 - 3 - 27

PO =""""pcop w7
noy  1008(2+5)(4—10+13))  1008-7-7
(1) = G =——— <0

As raizes do numerador:

1. 2¢4+5=0 < =z =—

l\')\Ul

2. A discriminante de 422 —10z+13 ¢ 100—42-13 = —4 < 0. Como 4 > 0, 422 —10x+13 > 0
para qualquer .

Como o denominador é desigual a 0 no dominio de f, segue que f”(z) = 0 se e somente se
v=-5.

A concavidade de f:

r<-2|-2<az<i|i<z<8|z>8
2+ 5 <0 >0 >0 >0
42?2 — 10x 4 13 >0 >0 >0 >0
(8z —1)3 <0 <0 >0 >0
(v —8)3 <0 <0 <0 >0
1" (z) <0 >0 <0 >0
concavidade para | baixo cima baixo cima

Os pontos de inflexao: Pela mudanga de concavidade, ha pontos de inflexdo (no sentido

amplo) em —%, < e 8. Como os valores de f nao sao indeterminados em % e 8, s6 tem um

ponto de 1nﬂexao (no sentido estrito) em —%. Como

i 5/2)_100+335+16_567_9
IS TRE S CR

o ponto tem coordenadas (—3, 2).
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CArcuro I - MAC118
12 PROVA - GABARITO -13/10/2016 (continuagao)

Questao 3: (1 ponto)
Sejam a, b e ¢ nimeros reais tais que § + % + ¢ = 0. Mostre que o polinémio p(r) = az? + bz + ¢
possui a0 menos uma raiz no intervalo (0,1).

Dica. Use o polindémio %373 + %xZ + cx.

Solugao:

Considere f(z) = $a° + 52?2 + cx . Entéo, f derivavel, f'(z) = p(z), f(0) =0e f(1) = 0. Pelo
Teorema de Rolle, existe zg € (0,1) tal que f'(zg) = p(xg) = 0.

Questoes objetivas: (5 pontos)
A resposta correta no gabarito da parte objetiva é a primeira opcao.

Pagina 4 de 6



Universidade Federal do Rio de Janeiro
Instituto de Matematica

Disciplina: MAC 118 — Calculo I

Data: 13 de outubro de 2016

P1 — Questoes objetivas

1. Seja f derivavel e suponha que o gra-
fico da  derivada  f’ seja. dado  por:

y 4

2 3.5 4\ v

/

Considere as seguintes afirmacoes:

(I) A fungdo f tem um minimo local em x = 2 e um
maximo local em x = 4.
(IT) O grafico de f ¢ concavo para baixo em x = 0.

(III) A fungao f tem um ponto de inflexdo em x =
3,5.

Entao:

(a) Apenas as afirmagoes (I) e
(b) Apenas as afirmagoes (II) e
Apenas as afirmagoes (I) e

)
()
(d) Todas as afirmagdes estdo corretas.
(e) Apenas a afirmagcédo (I) esta correta.

(III) estao corretas.
(ITI) estao corretas.

¢ (IT) estao corretas.

2. Suponha que f e g sejam, ambas, fungoes diferen-
ciaveis satisfazendo f'(x) > ¢'(x) para todo z € R.
Entao podemos afirmar que os graficos de y = f(z) e
de y = g(x)

(a) ndo possuem mais do que uma intersegao.

(b) possuem exatamente intersecao.

(¢) podem possuir mais de uma intersegao.

(d) ndo possuem intersecao.

(e) tém uma reta tangente em comum no ponto de

intersegao.

3. Sobre a equagao cos(x) = z é correto afirmar:

(a) Admite solugdo no intervalo [0, 1].
(b) Nao admite solugao real.

(¢) Admite solugao no intervalo [1, +00).
(d) Admite solug@o no intervalo (—oo, —1J.
)

(e) Admite solugao no intervalo [—1, 0].

Gabarito

4. Sejam f, g : R — R fungoes diferenciaveis tais que
FA) =2, (1) =3, g(2) =2,
92)=-1,91)=2 ¢'(1)=2
= f(z)-(go f)(z)

Entao a derivada da fungao h(x)
no ponto xg =1 é:

5. A reta x +y = 1 é paralela a reta tangente a elipse
(22/2) + y? = 1 num ponto Py com coordenadas:

(8) 20 =2v3/3, yo=13/3.
(b) o = —2v3/3, yo=+/3/3.
(¢) o =2v3/3, wyo=—3/3.
(@ 0= V33, =23

(e) xoz—\/%, yoz—\/%-

e’ —1
6. Suponha que -
uponha que | f(z) = Zm—ey
x # 0. Sobre o limite lirr%) f(z) é correto afirmar que:
T—

< 22 para todo

(a) Seu valor é 3.

(b) Seu valor é 2.

(c) Seu valor depende de qual é a funcao f.

(d) Seu valor ¢é 0.
)

(e) Seu valor é 1.

7. Suponha que |f(z)| < 2? para todo = € R. Considere
as seguintes afirmacoes:

(I) f é continua em x = 0.

(IT) f é diferenciavel em = = 0.
(II1) f'(0) = 0.
E verdadeira ou sdo verdadeiras:

(a) Todas as trés afirmagoes.

(b) Somente a afirmativa (II).

(c¢) Somente a afirmativa (I).

(d) Nenhuma das afirmativas.
)

(e) As afirmativas (I) e (I).

8. Counsidere uma fungao y = f(x) satisfazendo

o f@ 5@,
r—2 r—2

Entao, vale necessariamente que:

(a) f'(2) =0.
(b) lim,—s f(x) néo existe.
¢) f nao esta definida em x = 2.

)

(c)

(d) f é continua em x = 0.
)

(e) f(2) =



9. Seja y = f(z) uma funcdo duas vezes diferenciavel.

Considere
y = gla) =),

Entdo ¢"(z) = h(z)ef®), onde h(zx) =

) (f'(2)* +f

) (f"(@)* + f'
(©) (f'(z)+ f"(x
(d) f'(z) + [ ().
(e) 2f'(z) + [ ().

"a

().
().
)%

(a
(b

10. Considere a reta tangente ao grafico de y = f(z) =
522 — Tz + 14/5 em (2/5,4/5). Se (a,b) esta nessa

reta entao:
(a) 3a+b=2
(b) a+3b=
(¢c) a+2b=3
(d) 2a+0=3
(e) 3a—b=2
Gabarito
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