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12 Questao: (3.0 pts)
(1) Calcule os seguinte limites.
(a) xll}r}:(ﬁ %, b) ;1_% (arcsen(z)) (cossec(z)).
(2) Considere a fungao
B x
fo) = ~m—

Determine o dominio de f, suas assintotas e seus pontos criticos, caracterizando-os (isto é, se
sao pontos de méaximo, de minimo, locais, globais, etc.)
Solugao: (a) Observe que

sen(x)

= z . 1.1
r+sen(x) 14 sen@)’ vz #0 (1.1)

x—sen(r) 1-—

Observe também que —1 < sen(x) < 1 para todo = € R. Logo,

L senl@) 1y

x x x

Segue do Teorema do Confronto que
lim sen(z) = 0.
r—+o0 €T

Assim, temos de (1):

_ 1 — sen(®)

T G R e Sy

z—+oo T + sen(:c) r—+oo 1 4 sen(z)

(b) Como cossec(z) = 1/sen(z) e

lim arcsen(z) = lim sen(z) = 0,
z—0 z—0

podemos aplicar a Regra de L’Hospital para concluir que

lim (arcsen(z)) (cossec(z)) = lim arc sen(z) . 1

20 z—0 sen(x) 2—0 cos(z)V1 — 22



(c) f(z) € R se, e somente se, 2 — 1 > 0, isto é, |z| > 1. Logo, o dominio de f é o conjunto

D = (—00,~1) U (1, +00).

Como
lim ———— = 400 e lim ——— = —0c (1.2)
z—1t Y r2 — 1 z——1— &2 — 1 ’ ’
as retas x = 1 e x = —1 s&o assintotas verticais de f. Além disso, como
x B x
= T
Va1 Rl )Y
e
N BV se x > 0,
vzl ——z sex <0,
temos

AR T@ = o S = e ,
: : —/—=x '
lim f(z)= lim 1 = %%

IT—>—00 T—>—00 (1 . %)

de onde se conclui que f nao possui assintotas horizontais.
Como f é diferencidvel em todos os pontos do seu dominio, seus pontos criticos sao os que anulam
a derivada. Entao, pela regra do quociente, obtemos:

’ 2_2
f(x)zw-

Portanto,
flz)=0 = 2°=2 <= z=V2 ou z=-V2

E claro que esses dois pontos criticos nao podem ser maximos ou minimos absolutos em vista de
(1.2) e (1.3). Mas,
fl)>0 = 22-2>0 < |z|>V2

Logo f é crescente nos intervalos (v/2, +00) e (=00, —v/2) e decrescente nos intevalos (—v/2, —1) e
(1, \/5) Portanto, —v/2 é ponto de méximo local e v/2 é ponto de minimo local.

22 Questao: (2.0 pts)

Duas formigas andam na parede, atras do fogao. No instante t = 0, a formiga A se encontra a 20
centimetros a esquerda da formiga B. Se a formiga A anda para a direita com velocidade constante
de 2cm/s e se a formiga B anda para cima com velocidade constante de 2,25cm/s, com que taxa
esta variando a distancia entre essas formigas no instante t = 4s?

Solugao: Sejam xz(t) e y(t) as posi¢oes no instante ¢ das formigas A e B, respectivamente, (re-
lativamente & posigao inicial da formiga B). Como elas se deslocam com velocidade constante,

temos
z(4) = 12cm, y(4) =9cm, z'(4) = —2cm/s, y'(4) =2,25cm/s.



Se L(t) é a distancia entre as formigas no instante ¢, segue do Teorema de Pitdgoras (veja figura
abaixo),
L3(t) = 2%(t) + y2(t), vt (2.1)

Em particular, no instante ¢ = 4, temos L(4) = /225 = 15.
Derivando a expressao (2.1) acima em relagao a t, obtemos

dL  dx _ dy

L W
a T TV

Logo, no instante ¢ = 4, obtemos

159E 194 (—2) +9x225 = L _ 95 cm/s.
dt dt
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32 Questao: (3.0 pts) Uma lata fechada com volume de 512cm® tem a forma de um cilindro
circular reto. A tampa e a base, ambas circulares, sao cortadas de pedagos quadrados de aluminio.
Sabendo-se que o preco do aluminio é de P Reais por centimetro quadrado, determine o raio e a
altura da lata para que o custo de fabricacao de cada lata seja minimo. Inclua no custo da lata o
material desperdicado na fabricacao da tampa e do fundo.

Solugao: O volume do cilindro circular reto é V = wr?h, onde 7 é o raio da base e h sua altura.

Assim,

12
mr?h =512 = h:5—2.
r

Como o material que compoe a lateral do cilindro tem area igual a 27rh e os dois quadrados dos
quais serao recortados a tampa e o fundo da lata tém areal igual 872, a 4real total utilizada é dada

pela fungao
1024
A(r) =8r* + , r>0.

r

Observe que
lim A(r) = lim A(r) = +4oo.

r—0+t r—-+00

Como A(r) é uma funcdo derivavel (e portanto, continua) em (0,+00), ela atinge seu minimo
absoluto nesse intervalo. Vamos calcula-lo.

1024 1024
2 " 16

A(r)y=0 <= 16r—



Logo, o tinico ponto critico de A(r) é r = v/64 = 4. Além disso,
A(r)y>0 <= r>4,

de modo que A é crescente no intervalo (4, +00) e decrescente em (0,4). Portanto, r = 4 é o ponto
de minimo absoluto de A(r). Assim, as dimensoes da lata de menor drea (e consequentemente

menor custo) sao:
32
r=4cm e h=—cm.
T

42 Questao: (3.0 pts)

Considere as funcoes f,g: R — R,
f(z) =223 —42® + 62 e g(x)=5x> -6z +1.

(a) Mostre que a equagao f(x) = g(x) possui ao menos uma raiz no intervalo [0, 3|;
(b) Mostre que e equagao f(x) = g(x) possui somente uma raiz no intervalo [0, 3];
(c) Mostre que a equagao f(x) = g(x) nao possui raizes fora do intervalo [0, 3].

Solugao: (a) Seja h(z) = f(x) — g(z) = 22% — 922 + 122 — 1. Entao:

Pelo Teroema do Valor Intermediério, existe pelo menos um ponto zg € (0, 3) tal que h(zg) = 0.

(b) e (c) Suponhamos que haja uma outra raiz x; # zy da equacao h(x) = 0 no intervalo (0,3).
Entao, segue do Teorema de Role que h/(z3) = 0 para algum x3 entre zy e x;. Mas observe que

R(r) <0 <<= 62°-182+12<0 <+= 1l<x<2

Assim, vemos que h é crescente nos intevalos (—oo, 1) e (2,+00) e decrescente no intervalo (1,2) e,
portanto, x = 1 é maximo local e x = 2 é minimo local.

Como h(l) = 4 e f é crescente no intervalo (—oo,1), constatamos pelo Teorema do Valor Inter-
medidrio que existe uma unica raiz da equacao no intervalo (—oo,1). Além disso, como 3 = f(2) <
f(z) para todo x € [1,400), ndo pode haver uma segunda raiz x; no intevalo [1,+400). Portanto,

existe uma tunica raiz zy da equagao f(x) = g(z) em R.



