
Gabarito da 2a Prova Unificada de Cálculo I- 2015/2, 23/02/2016

1. (2,0) Um cilindro circular reto é inscrito em uma esfera de raio r. Encontre a maior
área de superf́ıcie posśıvel para esse cilindro.

Solução: Como o cilindro reto esta inscrito (ver figura 1)

Figura 1: Cilindro Inscrito

então a altura h do cilindro em função de x é h(x) = 2
√
r2 − x2, também com o

raio do cilindro é x, então a área lateral é

A(x) = 2πx · h(x) = 4πx
√
r2 − x2 para x ∈ [0, r].

Temos que maximizar a função A(x), para isso calculemos os pontos de extremos.
De fato:

A′(x) = 4π

(√
r2 − x2 − x2√

r2 − x2

)
= 4π

(
r2 − x2 − x2√

r2 − x2

)
= 4π

(
r2 − 2x2√
r2 − x2

)
=

4π(r −
√

2x)(r +
√

2x)√
r2 − x2

.

Como A(x) é cont́ınua para x ∈ [0, r], então x =
1√
2
· r =

√
2

2
· r é o único ponto

cŕıtico de f .
Além disso, pela equação de A′(x) vemos que

A′(x) > 0 para 0 ≤ x <

√
2

2
· r

e

A′(x) < 0 para

√
2

2
· r < x ≤ r.
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Logo pelo critério da primeira derivada podemos concluir que o ponto x =

√
2

2
· r é

um ponto de máximo global de A(x), e a maior área de superf́ıcie posśıvel é então
dada por

A

(√
2

2
· r

)
= 4π

√
2

2
· r

√√√√r2 −

(√
2

2
· r

)2

= 4π

√
2

2
· r ·
√

2

2
· r = 2πr2.

2. (2,0) Considere a função f dada por f(x) =
x2

x− 1
.

a. Encontre, caso existam, as asśıntotas verticais e horizontais ao gráfico de f .

Solução: O domı́nio da f é Df = R \ {1}. Além disso,

lim
x→1+

f(x) = +∞ ; lim
x→1−

f(x) = −∞ e lim
x→±∞

f(x) = ±∞.

Por tanto a reta x = 1 é a única asśıntota vertical e não tem asśıntota hori-
zontal.

b. Determine os pontos cŕıticos de f , intervalos onde a função é crescente e onde
a função é decrescente.

Solução:

f ′(x) =
2x(x− 1)− x2

(x− 1)2
=
x2 − 2x

(x− 1)2
=
x(x− 2)

(x− 1)2
. (1)

Logo, x = 0 e x = 2 são os únicos pontos cŕıticos de f . Também podemos ver
que, como (x− 1)2 > 0 para todo x 6= 1, então

f ′(x) > 0 em (−∞, 0) ∪ (2,+∞) e por tanto crescente

e
f ′(x) < 0 em (0, 2) e por tanto decrescente.

c. Encontre os extremos relativos e absolutos de f , caso existam.

Solução: Pelo item a) lim
x→±∞

f(x) = ±∞, logo f não tem extremos abso-

lutos.
Agora, pelo item b) e o critério da primeira derivada vemos que x = 0 é máximo
local e x = 2 é mı́nimo local.

2



d. Determine os intervalos onde o gráfico da função possui concavidade voltada
para cima e concavidade voltada para baixo.

Solução: Pela equação (1),

f ′′(x) =
(2x− 2)(x− 1)2 − 2(x2 − 2x)(x− 1)

(x− 1)4
=

2(x− 1)((x− 1)2 − (x2 − 2x))

(x− 1)4

=
2(x2 − 2x+ 1− x2 + 2x)

(x− 1)3
=

2

(x− 1)3
. Então temos

f ′′(x) > 0 em (1,+∞) e por tanto côncava para cima

e
f ′′(x) < 0 em (−∞, 1) e por tanto côncava para baixo.

e. Esboce o gráfico da função f .

Solução:

Este aplicativo foi desenvolvido como sendo parte de um trabalho, do Curso Intensivo de Matemática, no Feodor-Lynen-Gymnasium, Planegg, Alemanha.

Figura 2: Gráfico de f
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3. Calcule as seguintes integrais:

a (1,0)

∫ 1

0

x2 + x

x3 + 3
2
x2 + 1

dx

Solução: Fazendo u = x3 + 3
2
x2 + 1 temos que

du

dx
= 3(x2 + x) assim

∫ 1

0

x2 + x

x3 + 3
2
x2 + 1

dx =
1

3

∫ 7
2

1

du

u
=

1

3
lnu |

7
2
1 =

1

3

(
ln

7

2
− ln 1

)
=

1

3
ln

7

2
.

b. (1,0)

∫ √
1 + e2x dx.

Solução: Fazendo u =
√

1 + e2x e usando os método de integração: substi-
tuição e frações parciais, temos∫ √

1 + e2x dx =

∫
u2

u2 − 1
du =

∫ (
1 +

1

u2 − 1

)
du

= u+
1

2

∫
1

u− 1
du− 1

2

∫
1

u+ 1
du

= u+
1

2
ln
u− 1

u+ 1
+ c =

√
1 + e2x +

1

2
ln

√
1 + e2x − 1√
1 + e2x + 1

+ c.

4. (2,0) Seja F (x) =

∫ x

0

√
sec2(t)− 2 dt. Calcule o comprimento de arco do gráfico

da função F (x) para x ∈
[π

4
,
π

3

]
.

Solução: Pelo T.F.C., F ′(x) =
√
sec2(x)− 2. O comprimento de arco desejado

é dado por:

L =

∫ π
3

π
4

√
1 + [F ′(x)]2dx =

∫ π
3

π
4

√
1 + [

√
sec2(x)− 2]2 dx

=

∫ π
3

π
4

√
1 + sec2(x)− 2 dx =

∫ π
3

π
4

√
sec2(x)− 1 dx.

Usando que tan2 x = sec2 x− 1

L =

∫ π
3

π
4

√
tan2(x) dx =

∫ π
3

π
4

tan(x)dx = ln sec x

∣∣∣∣∣
π
3

π
4

= ln sec
π

3
− ln sec

π

4

= ln 2− ln
√

2 = ln
2√
2

= ln
√

2.
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5. (2,0) Seja f(x) = xe−2x definida em [0,+∞) e R a região delimitada pelo gráfico da
função f e o eixo x. Calcule o volume do sólido gerado ao se rotacionar a região R
ao redor do eixo y.

Solução: Usando o método de cascas ciĺındricas para calcular o volume, temos
que o volume a ser calculado é:

V = 2π

∫ +∞

0

x2e−2x dx
Int. imp.︷︸︸︷

= 2π · lim
a→∞

∫ a

0

x2︸︷︷︸
u

e−2x dx︸ ︷︷ ︸
dv

du
dx

= 2x e v = −1
2
e−2x

Int por partes︷︸︸︷
= 2π · lim

a→∞

[
−1

2
x2e−2x

∣∣∣∣∣
a

0

+

∫ a

0

x︸︷︷︸
u

e−2x dx︸ ︷︷ ︸
dv

]
Int por partes︷︸︸︷

= 2π · lim
a→+∞

[
−1

2
a2e−2a − 1

2
ae−2a +

1

2

∫ a

0

e−2x dx

]
= 2π · lim

a→+∞

[
−1

2
a2e−2a − 1

2
ae−2a − 1

4
e−2x

∣∣∣∣∣
a

0

]

= 2π · lim
a→+∞

[
−1

2
a2e−2a − 1

2
ae−2a − 1

4
e−2a +

1

4

]
= 2π · 1

4
=
π

2
.

Pois lim
a→+∞

e−2a = 0 e por L’Hôspital lim
a→+∞

a2e−2a = lim
a→+∞

ae−2a = 0.
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